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Πρόλογος 
 
 

  Το βιβλίο αυτό συνιστά μια ολοκληρωμένη προσπάθεια προσέγγισης των 
Μαθηματικών Προσανατολισμού της Β΄ Λυκείου. Περιέχει αναλυτικά τη θεωρία 
του σχολικού βιβλίου δομημένη κατά θεματικές ενότητες και πλήρη μεθοδολογία 
για την αντιμετώπιση ενός αρκετά μεγάλου φάσματος προβλημάτων. 

  Στη συγγραφή του βιβλίου, η συνεισφορά του αγαπητού μου φίλου και 
εξαίρετου μαθηματικού Λουκά Κανάκη ήταν καθοριστική και ανεκτίμητη. 

 Πολύτιμο υλικό για τη συγγραφή του βιβλίου αντλήθηκε από το εγχειρί-

διο «Θέματα Διανυσματικού Λογισμού», που είχα την τιμή να συγγράψω το 

1997 με τον δάσκαλό μου, Παναγιώτη Βασιλειάδη. 

 

Θεσσαλονίκη, Αύγουστος 2016 
Γιώργος Λ. Μαυρίδης 
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«H oυσία των Μαθηματικών 
έγκειται στην ελευθερία τους.» 

            
G. Cantor 

 

 
 
 
 

Georg Cantor 
(1845 – 1918) 
 

O Γκέοργκ Καντόρ, κορυφαίος μαθηματικός, περισσότερο 
γνωστός για τη Θεωρία Συνόλων γεννήθηκε στις 3/3/1845 
στην Αγία Πετρούπολη της Ρωσίας. Όταν ο πατέρας του 
αρρώστησε το 1856, η οικογένειά του μετακόμισε στη Γερ-
μανία, πρώτα στο Βιζαμπάντεν κι έπειτα στη Φρανκ-
φούρτη. Το 1862 ο Καντόρ αποφοίτησε από το ΕΤΗ (Ελβε-
τικό Ομοσπονδιακό Ινστιτούτο Τεχνολογίας) της Ζυρίχης, 
ενώ αργότερα συνέχισε τις σπουδές του στο Πανεπιστήμιο 
του Βερολίνου. Στη συνέχεια έλαβε έδρα καθηγητή στο Πα-
νεπιστήμιο του Χάλε. Ο Καντόρ πέθανε το 1918, ύστερα 
από μια περίοδο μεγάλης φτώχειας, σε ηλικία 72 ετών. Με-
γάλη στιγμή της ζωής του είναι η απόδειξη πως το σύνολο 
των πραγματικών αριθμών είναι υπεραριθμήσιμο, κάτι το 
οποίο κατάφερε με την τεχνική της διαγωνιοποίησης. 
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Η Έννοια του Διανύσματος 
 
Ορισμός (διανύσματος) 
 

Στη Γεωμετρία, ονομάζουμε διάνυσμα κάθε προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα. 
Δηλαδή,  κάθε ευθύγραμμο  τμήμα του  οποίου τα  άκρα θεωρούνται  διατεταγμένα. Το 
πρώτο άκρο λέγεται αρχή ή σημείο εφαρμογής του 
διανύσματος, ενώ το δεύτερο άκρο λέγεται πέρας του 
διανύσματος. Το διάνυσμα με αρχή το Α και πέρας το Β 
συμβολίζεται με ΑΒ



 και παριστάνεται με ένα βέλος που 
ξεκινά από το Α και καταλήγει στο Β. 

 
 

• Γνωρίζουμε ότι το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ είναι το ίδιο με το ευθύγραμμο τμήμα 

ΒΑ. Όμως, το διάνυσμα ΑΒ


 δεν είναι ίδιο με το διάνυσμα ΒΑ.


  

• Ονομάζουμε μηδενικό διάνυσμα κάθε διάνυσμα που 
η αρχή και το πέρας του συμπίπτουν. Για παρά-
δειγμα, το διάνυσμα ΑΑ



 είναι μηδενικό διάνυσμα. 

• Για τον συμβολισμό των διανυσμάτων πολλές φορές χρησιμοποιούμε μικρά 
γράμματα του ελληνικού ή λατινικού αλφαβήτου, επιγραμμισμένα με ένα βέλος, 
για παράδειγμα, α, β, u, v,



    κ.λπ. 
 

• Ονομάζουμε μέτρο ή μήκος ενός διανύσματος και συμβολίζουμε με ΑΒ


την 

απόσταση των άκρων του, δηλαδή το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ. 
 

• Το μέτρο κάθε μη μηδενικού διανύσματος είναι θετικός αριθμός. 
 

• Το μέτρο του μηδενικού διανύσματος είναι ίσο με 0. 
 

• Ονομάζουμε μοναδιαίο διάνυσμα κάθε διάνυσμα που το μέτρο του είναι ίσο με 1. 
 

• Ονομάζουμε φορέα ενός μη μηδενικού διανύσματος 
την ευθεία στην οποία βρίσκεται το διάνυσμα. 

 Έτσι, για παράδειγμα, ο φορέας του διανύσματος 
ΑΒ


 είναι η ευθεία ε. 
 

ΑΒ


Α (αρχή)

Β(πέρας)

ΑΑ


(αρχή και πέρας)

Α

Β
( )ε
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• Ονομάζουμε φορέα ενός μηδενικού διανύσματος 
ΑΑ


 οποιαδήποτε ευθεία διέρχεται από το σημείο Α. 
 Έτσι, για παράδειγμα, κάθε μία από τις ευθείες ( )ε ,  

( ) ( )ζ , η , ...  θεωρείται φορέας του μηδενικού διανύ-

σματος ΑΑ.


 
 
 

• Λέμε ότι ένα διάνυσμα ΑΒ


 είναι παράλληλο προς 
μία ευθεία ( )ε  και συμβολίζουμε ΑΒ



// ( )ε , αν και 

μόνο αν ο φορέας του ΑΒ


 είναι παράλληλος ή 
συμπίπτει με την ευθεία ( )ε .  

 Έτσι, για παράδειγμα, το διάνυσμα ΑΒ


 είναι 
παράλληλο προς τις ευθείες ( )ε  και ( )ζ .  

 
 
Παράλληλα διανύσματα 
 

• Δύο μη μηδενικά διανύσματα ΑΒ


 και 

ΓΔ


 λέμε ότι είναι παράλληλα ή  συγ-
γραμμικά ή ότι έχουν ίδια διεύθυνση 
αν και μόνο αν έχουν τον ίδιο φορέα ή 
παράλληλους φορείς.  Στην περίπτωση 

αυτή γράφουμε ΑΒ


// ΓΔ


.  
 
 

• Δύο μη μηδενικά διανύσματα ΑΒ


 και 

ΓΔ


 λέγονται ομόρροπα αν και μόνο 
αν είναι παράλληλα και έχουν την ίδια 
φορά. Στην περίπτωση αυτή γράφου-

με ΑΒ ΓΔ↑↑
 

.  
 
 

• Δύο μη μηδενικά διανύσματα AB


  

και ΓΔ


 λέγονται αντίρροπα, αν και 
μόνο αν είναι παράλληλα και έχουν 
αντίθετη φορά. Στην περίπτωση αυτή 

γράφουμε ΑΒ ΓΔ↑↓
 

. 

Α

( )ε

( )ζ

( )η

Α

Β

( )ε ( )ζ

Α

Β

Δ

Γ

Α
Β

Δ
Γ

Α
Β

Δ
Γ

Β

Δ

Α

Γ
Α

Β

Δ
Γ

Β

Δ

Α

Γ
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Ίσα-Αντίθετα Διανύσματα 
 
Ορισμός 
 
Δύο μη μηδενικά διανύσματα AB



  και ΓΔ


 
λέμε ότι είναι ίσα και γράφουμε  αν 
και μόνο αν έχουν είναι ομόρροπα και έχουν 
ίσα μέτρα. 

Δηλαδή    

ΑΒ ΓΔ

ΑΒ ΓΔ
ΑΒ ΓΔ

 ↑↑
= ⇔ 
 =

 

 

 

 

  
 

• Τα μηδενικά διανύσματα θεωρούνται ίσα μεταξύ τους και συμβολίζονται  με 0


. 
  

• Αν ΑΒ ΓΔ,=
 

 τότε ΒΑ ΔΓ.=
 

 

 

• Αν ΑΒ ΓΔ,=
 

 τότε ΑΓ ΒΔ.=
 

 
 
• Το σημείο Μ είναι το μέσο του τμήματος  
 ΑΒ, αν και μόνο αν ισχύει 

ΑΜ ΜΒ.=
 

 
 

 
 
Ορισμός 
 
Δύο διανύσματα AB



  και ΓΔ


 λέμε ότι είναι 
αντίθετα και  γράφουμε  

ΑΒ ΓΔ ή ΓΔ ΑΒ= − = −
   

 
αν είναι αντίρροπα και έχουν ίσα μέτρα. 

Δηλαδή    

ΑΒ ΓΔ

ΑΒ ΓΔ
ΑΒ ΓΔ

 ↑↓
= − ⇔ 
 =

 

 

 

 

ΑΒ ΓΔ.=
 

Α

Β

Δ
Γ

Α

Β
Δ

Γ

Β Δ

Α Γ

Α ΒΜ

Α

Β
Δ

Γ

Α

Β Δ

Γ
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• Ισχύει η ισοδυναμία 
ΑΒ ΓΔ= −
 

  

• Ισχύει η ισότητα 
ΒΑ ΑΒ= −
 

 για όλα τα σημεία Α, Β 
 
 
Γωνία δύο Διανυσμάτων 
 
 

Ορισμός 
 
Έστω δύο μη μηδενικά διανύσματα α

  και β


. Με αρχή ένα σημείο Ο θεωρούμε τα 
διανύσματα  

ΟΑ α και ΟΒ β.= =
  

  
  
 
 
 
 
 
 
Ονομάζουμε γωνία των διανυσμάτων  και  και συμβολίζουμε με α, β

∧ 
 
 





 ή β, α
∧ 

 
 





 

την κυρτή   γωνία ΑΟΒ  που ορίζουν οι ημιευθείας ΟΑ και ΟΒ. 
 
 

• Πολλές φορές τη γωνία των διανυσμάτων α
  και β



 τη συμβολίζουμε με ένα μικρό 
γράμμα, για παράδειγμα θ. 

 
• Η γωνία των α

  και β


 είναι ανεξάρτητη από την επιλογή του σημείου Ο. 

• Ισχύουν οι σχέσεις 
0 θ 180° ≤ ≤ °   ή  σε ακτίνα   0 θ π≤ ≤ . 

• Ισχύουν οι ισοδυναμίες 
α β↑↑





  

α β↑↓




  
 

 
 
 

ΑΒ ΔΓ⇔ =
 

α


β


θ 0⇔ =


θ π⇔ =

Β

Α

β
 β



β


α


α
 α



Β
Α

Β ΑΟ
θ Ο

θ

Ο
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Ορισμός 
 
Δύο μη μηδενικά διανύσματα α

  και β


 λέμε 
ότι είναι ορθογώνια ή  κάθετα, αν και μόνο 
αν η γωνία τους είναι  

 πθ .
2

=  

 
 

• Αν κάποιο από τα διανύσματα α
 , β


είναι το μηδενικό διάνυσμα, τότε ως γωνία 

των α
  και β



 μπορούμε να θεωρήσουμε οποιαδήποτε γωνία θ με 0 θ π≤ ≤ . Επο-

μένως, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το μηδενικό διάνυσμα 0


 είναι παράλληλο, 
ομόρροπο, αντίρροπο ακόμη και κάθετο σε οποιοδήποτε διάνυσμα.  

  

 
Πρόσθεση και Αφαίρεση Διανυσμάτων 
 
Πρόσθεση διανυσμάτων 
 
 

• Δύο διανύσματα α
  και β



 λέγονται διαδοχικά αν 
και μόνο αν το πέρας του ενός από αυτά συμπίπτει 
με την αρχή του άλλου. 

 

• Γενικά, ν διανύσματα 1 2 να , α , ..., α
    λέγονται διαδο-

χικά αν και μόνο αν το πέρας καθενός από αυτά, με 
εξαίρεση το τελευταίο, συμπίπτει με την αρχή του 
επόμενου. 

 

• Οποιαδήποτε διανύσματα 1 2 να , α , ..., α
    

μπορούμε να τα καταστήσουμε διαδοχι-
κά με τον εξής τρόπο:  Θεωρούμε ένα 
σημείο Ο και κατασκευάζουμε διάνυ-
σμα 1 1ΟΑ α=



 . Στη συνέχεια κατα-

σκευάζουμε διάνυσμα 1 2 2Α Α α=


 , μετά 

2 3 3Α Α α=


  κ.λπ. 
 

Β

Ο

Α

β


α


β


α


Ο

2α


1α


3α


2α


1α


3α


1α


3α


1Α 2Α

3Α

2α
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Ορισμός  
 

 

Ονομάζουμε άθροισμα ή συνισταμένη ν διανυσμάτων 

1 2 να , α , ..., α
    τα οποία καθιστούμε διαδοχικά, το 
διάνυσμα που έχει ως αρχή την αρχή του πρώτου και ως 
πέρας το πέρας του τελευταίου διανύσματος. 
 

• Για οποιαδήποτε σημεία Α, Β, Γ ισχύει ΑΒ ΒΓ ΑΓ+ =
  

. 

 

• Το άθροισμα δύο διανυσμάτων α
 , β


 βρίσκε-
ται και με τον λεγόμενο κανόνα του παραλ-
ληλογράμμου. Θεωρούμε ένα σημείο Ο και 
κατασκευάζουμε διανύσματα ΟΑ α=



   και 

ΟΒ β.=
 

 Στη συνέχεια, κατασκευάζουμε το 
παραλληλόγραμμο ΟΑΜΒ. Ισχύει 

    α β ΟΑ ΟΒ+ = +
 



ΟΑ ΑΜ ΟΜ.= + =
  

 
  
 

Πρόταση 
 

 

Για οποιαδήποτε διανύσματα α, β, γ


   ισχύουν οι ιδιότητες: 

• α β β α+ = +
 

   (Αντιμεταθετική) 

• ( ) ( )α β γ α β γ+ + = + +
 

  

 (Προσεταιριστική) 

• α 0 α+ =


   (Ουδέτερο στοιχείο)     

• ( )α α 0+ − =


   (Αντίθετο στοιχείο) 

 
Αφαίρεση Διανυσμάτων 
 
 

Ορισμός 
 

Ονομάζουμε διαφορά ενός διανύσματος β


 
από ένα διάνυσμα α

  και συμβολίζουμε με 
α β−



  το άθροισμα των διανυσμάτων α
  και 

β.−


 Δηλαδή, 

( )α β α β− = + −
 

  . 

2α


1α


3α


1 2 3α α α+ +
  

β


α
 Α

ΜΒ

Ο

α


β


α


α β−




β−
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• Αν θεωρήσουμε παραλληλόγραμμο 
ΟΑΜΒ   έτσι, ώστε  

ΟΑ α=


  και ΟΒ β=
 

, 
 τότε 

ΟΜ α β= +
 

   και   ΒΑ α β.= −
 

  
 

 
Διάνυσμα Θέσεως 
 

Ορισμός 
 

Έστω Ο ένα σταθερό σημείο του επιπέδου. Τότε, για κάθε σημείο Μ του επιπέδου 
ορίζεται το διάνυσμα ΟΜ,



 το οποίο λέγεται διάνυσμα θέσεως του Μ ή διανυσμα-
τική ακτίνα του Μ. Το σημείο Ο που είναι η κοινή αρχή όλων των διανυσματικών 
ακτίνων των σημείων του επιπέδου, λέγεται σημείο αναφοράς στο επίπεδο. 
 
Πρόταση 
 

Αν Ο είναι ένα σημείο αναφοράς, τότε για οποιοδήποτε διάνυσμα ΑΒ


 ισχύει  

ΑΒ ΟΒ ΟΑ= −
  

. 
 

Απόδειξη 
Έχουμε 

 ΟΑ ΑΒ ΟΒ.+ =
  

 
Οπότε, 

 ΑΒ ΟΒ ΟΑ.= −
  

 

Δηλαδή, κάθε διάνυσμα του επιπέδου είναι ίσο με τη διανυσματική ακτίνα του 
πέρατος, μείον τη διανυσματική ακτίνα της αρχής. 
 
 

Μέτρο Αθροίσματος Διανυσμάτων 
 
Πρόταση (Τριγωνική Ανισότητα) 

Για οποιαδήποτε διανύσματα ,  ισχύει 

α β α β α β− ≤ + ≤ +
  

  

. 
 

α
 β



Α

Ο
Β

Μ

β


α
 Α

Β

Ο

 α β+




 α β−
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Απόδειξη 
 

Θεωρούμε σημεία Ο, Α, Β τέτοια, ώστε 

  και    

Επομένως, 

. 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

• α / /


β.


 
 Τότε, με βάση την τριγωνική ανισότητα 

έχουμε 
     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ΟΑ ΑΒ ΟΒ ΟΑ ΑΒ− < < +  

 δηλαδή 

α β α β α β− < + < +
  

     

 

• α β.↑↑


  

 Τότε, ( ) ( ) ( )ΟΒ ΟΑ ΑΒ .= +  

 Δηλαδή, α β α β+ = +
 

   

 

 

• α β.↑↓


  

 Τότε ( ) ( ) ( )ΟΒ ΟΑ ΑΒ .= −  

 Δηλαδή, α β α β+ = −
 

   

 

Επομένως, σε κάθε περίπτωση έχουμε 

 

 

 
 

 

ΟΑ α=


 ΑΒ β=
 

ΟΒ ΟΑ ΑΒ α β= + = +
   



α β α β α β .− ≤ + ≤ +
  

  

α


β
 α



α β+




β


Ο

α


β


α


α β+




β


Ο

α


β


α


α β+




β


Ο

Α Β

Α

Β

Α

Β
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Ε 

Β 

Δ 

Γ 

Ε 

Α 

Λυμένες Ασκήσεις 
 
 

1. Στο διπλανό σχήμα να εκφράσετε το 

διάνυσμα x  συναρτήσει των διανυ-

σμάτων α, β, γ
   και δ.


 

 
 

 
 
Λύση 
 

Έστω Α, Β, Γ, Δ και Ε τα άκρα των διανυσμά-
των που εμφανίζονται στο σχήμα. Παρατηρούμε 
ότι 

x AB, α ΑΕ, β ΕΔ,= = =
  

  

γ ΓΔ=


    και    δ ΓΒ.=


 

 
Επομένως, 
 

x  AB AΕ ΕΔ ΔΓ ΓΒ= = + + +
    

. 
Όμως,     

ΔΓ ΓΔ.= −
 

 

Άρα,            

              x AΕ ΕΔ ΓΔ ΓΒ= + − +
   

 

           α β γ δ.= + − +
   

 

 
 
  

  

x

α

β


γ
δ


Mεθοδολογία 
Γράφουμε το διάνυσμα x  ως 
άθροισμα διαδοχικών διανυ-
σμάτων έτσι, ώστε να εμφανί-
σουμε τα διανύσματα α, β, γ



   
και δ.



 Υπενθυμίζουμε ότι   
άθροισμα ν διαδοχικών διανυ-
σμάτων είναι το διάνυσμα που 
έχει ως αρχή την αρχή του 
πρώτου και ως πέρας το πέρας 
του τελευταίου διανύσματος. 

δ


x

α


β


γ

Α

Β
Γ

Δ

Ε
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2. Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε σημεία Α, Β, Γ και Δ ισχύει η 
σχέση 

ΑΒ ΓΔ ΑΔ ΓΒ+ = +
   

. 
 

 
Λύση 
 
α΄ τρόπος: 
Παρατηρούμε ότι 

ΑΒ ΑΔ ΔΒ= +
  

 
και 

ΓΔ ΓΒ ΒΔ.= +
  

 
Επομένως, 
      ΑΒ ΓΔ+

 

 ΑΔ ΔΒ ΓΒ ΒΔ= + + +
   

 
 ( )ΑΔ ΓΒ ΔΒ ΒΔ .= + + +

   

 

Και επειδή 
ΔΒ ΒΔ ΔΔ 0+ = =
   

, 
συμπεραίνουμε ότι 

ΑΒ ΓΔ ΑΔ ΓΒ.+ = +
   

 
 

β΄ τρόπος: 
Για κάθε σημείο Ο έχουμε 
 ΑΒ ΟΒ ΟΑ= −

  

 
  ΓΔ ΟΔ ΟΓ= −

  

 
 ΑΔ ΟΔ ΟΑ= −

  

 
            και   ΓΒ ΟΒ ΟΓ= −

  

 
Επομένως, 
ΑΒ ΓΔ ΟΒ ΟΑ ΟΔ ΟΓ+ = − + −
     

 (1) 
και 
ΑΔ ΓΒ ΟΔ ΟΑ ΟΒ ΟΓ+ = − + −
     

 (2) 
Από τις σχέσεις (1) και (2) συμπεραίνουμε 

ότι  
ΑΒ ΓΔ ΑΔ ΓΒ.+ = +
   

 
 

Mέθοδος των Διαδοχικών 
Διανυσμάτων 
Γράφουμε κάθε διάνυσμα του πρώτου 
μέλους ως άθροισμα διαδοχικών δια-
νυσμάτων έτσι, ώστε να εμφανίσουμε 
τα διανύσματα του δεύτερου μέλους. 

Α 

Β 

Δ Γ 

Mέθοδος 
των Διανυσματικών Ακτίνων 
Θεωρούμε τυχαίο σημείο Ο και εκ-
φράζουμε κάθε διάνυσμα ΑΒ



 ως δια-
φορά των διανυσματικών ακτίνων του 
πέρατος και της αρχής. Δηλαδή γρά-
φουμε 

ΑΒ ΟΒ ΟΑ= −
  

. 
Έτσι, στη ζητούμενη ή στη δοθείσα 
σχέση όλα τα διανύσματα που εμφανί-
ζονται έχουν κοινή αρχή το σημείο Ο, 
πράγμα που διευκολύνει τους μετέ-
πειτα αλγεβρικούς χειρισμούς. 

Α 

Β 

Δ 
Γ 

Ο 
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3. Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ τέτοιο, ώστε 

ΑΓ ΑΒ ΑΔ.= +
  

 

 Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. 
 

 
Λύση 
 
α΄ τρόπος: 
Έχουμε 

ΑΓ ΑΒ ΑΔ= +
  

 
Όμως, 

ΑΓ ΑΒ ΒΓ= +
  

 

Επομένως, 

ΑΒ ΑΔ ΑΒ ΒΓ+ = +
   

 

και τελικά 

ΑΔ ΒΓ=
 

. 
Δηλαδή, το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι 
παραλληλόγραμμο. 

 

β΄ τρόπος: 

Η δοθείσα σχέση ισοδύναμα γράφεται 

ΑΓ ΑΔ ΑΒ.− =
  

 

Δηλαδή, 

ΔΓ ΑΒ.=
 

 

Άρα, το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλ-
ληλόγραμμο. 
 

 
 
 

 
 
 

Α Β 

Δ Γ 

Σχόλιο 
Πολλές φορές κάποια από τα δεδομέ-
να ή τα ζητούμενα ενός προβλήματος 
είναι διατυπωμένα στη γλώσσα και 
στην ορολογία της Ευκλείδειας γεω-
μετρίας.  Είμαστε λοιπόν υποχρεωμέ-
νοι να μεταφράσουμε αρχικά τα αντί-
στοιχα σημεία του προβλήματος στη 
γλώσσα του Διανυσματικού λογι-
σμού. Έτσι, για να αποδείξουμε ότι 
τo τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλ-
ληλόγραμμο αρκεί να αποδείξουμε 
ότι  

ΑΔ ΒΓ=
 

 
ή 

ΑΒ ΔΓ.=
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4. Δίνονται τρία διανύσματα   τέτοια, ώστε 

   και    γ 8.=


 
 Να αποδείξετε ότι: 
 i)      ii) α β γ 0.+ − ≠

    
 

Λύση 
 
i) Σύμφωνα με την τριγωνική ανισότητα 

έχουμε 

 

 Όμως, 
     και     . 

 Επομένως, 
 

 δηλαδή 
 

 
ii) Ας υποθέσουμε (απαγωγή σε άτοπο) ότι 

α β γ 0+ − =
 

   

 Δηλαδή, 
α β γ+ =



   

 Άρα, 
α β γ 8+ = =



   

 Όμως, αυτό είναι αδύνατο αφού όπως αποδείξαμε στο ερώτημα i) ισχύει 
 

 Επομένως, 
α β γ 0.+ − ≠

 

   

α, β, γ
 

α 2, β 5= =


3 α β 7≤ + ≤


α β α β α β− ≤ + ≤ +
  

  

α 2=


β 5=


2 5 α β 2 5− ≤ + ≤ +




3 α β 7.≤ + ≤




3 α β 7.≤ + ≤




 
 
 
 
 
 

Σημείωση 
Για όλα τα διανύσματα     
έχουμε 

 

 
 

α, β




α β α β α β− ≤ + ≤ +
  

  

α


α β+




β
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Προτεινόμενες Ασκήσεις 
 

1. Έστω ρόμβος ΑΒΓΔ με κέντρο το σημείο Ο και τέτοιος, ώστε Α 120 .= °  Να 
βρείτε τις γωνίες:  

  i) ( )ΒΑ , ΑΔ
∧ 

 ii) ( )ΑΓ , ΒΓ
∧ 

 

  iii) ( )ΓΑ , ΒΓ
∧ 

 iv) ( )ΟΑ , ΒΔ
∧ 

 

 
2. Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ με κέντρο το σημείο Ο τέτοιο, ώστε  

ΑΓ = 2ΒΓ. 
 Να βρείτε τις γωνίες: 

i) ( )ΑΟ, ΑΒ
∧ 

                                         ii)   ( )ΒΔ, ΑΒ
∧ 

   

iii)  ( )ΟΒ, ΓΟ
∧ 

                                         iv)  ( )ΟΓ, ΔΟ
∧ 

 

 

3. Σε καθένα από τα παρακάτω σχήματα να εκφράσετε το διάνυσμα x  

συναρτήσει των άλλων διανυσμάτων που δίνονται:  

 i)        ii)          iii)  
 

 

 

4. Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε και Ζ ισχύει η σχέση 

ΑΒ ΓΔ ΕΖ ΑΔ ΓΖ ΕΒ+ + = + +
     

 
 

 

5. Δίνονται τα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε και Ζ έτσι ώστε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ να 
είναι παραλληλόγραμμο. Να αποδείξετε ότι 

ΑΕ ΑΖ ΕΒ ΕΔ ΖΕ ΑΓ.+ + + + =
     

 
 
 

 
 

x x x

α


α


α


β


β
 β



γ
γ

δ
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6. Δίνεται κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ και ένα σημείο Ο για το οποίο ισχύει η σχέση  

ΟΑ ΟΓ ΟΒ ΟΔ.+ = +
   

 
 Να αποδείξετε ότι το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. 
 

 

7. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και σημεία Ε, Ζ τέτοια, ώστε ΑΕ ΖΓ.=
 

 

 Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΕΒΖΔ είναι παραλληλόγραμμο. 

 
8. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και α, β, γ



   οι διανυσματικές ακτίνες των κορυφών Α, Β, Γ 
αντίστοιχα ως προς ένα σημείο αναφοράς Ο. Τι συμπεραίνετε για το τρίγωνο 
ΑΒΓ αν: 

 i) α β β γ− = −
 

       ii) 
2 22γ α α β β γ .− = − + −
 

    

 

9. Έστω τρία διανύσματα α, β, γ
    για τα οποία ισχύει η σχέση 

α β γ 0+ + =
   . 

 Να αποδείξετε ότι:  

 i) α β γ+ ≥
 

     ii) αν γ 2 α>
 , τότε α β .<


 

 

10. Έστω τρία διανύσματα α, β, γ
    τέτοια, ώστε 

α 3, β 5 και γ 9= = =
 

. 

 Να αποδείξετε ότι:  

 i) 2 α β 8≤ + ≤
      ii) α β γ 0.+ + ≠

    
 

 

11. Αν για τα διανύσματα α, β, γ
    ισχύουν οι σχέσεις 

α β 2− =


 και   β γ 5− =
 

, 

 να αποδείξετε ότι 
3 α γ 7≤ − ≤

  . 
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Πολλαπλασιασμός Αριθμού με Διάνυσμα 
 
 

Ορισμός 
 
 

Έστω πραγματικός αριθμός λ 0≠  και διάνυσμα α 0.≠




  
Ονομάζουμε γινόμενο του λ με το α

  και το συμβολίζουμε με  
ήλ α λα⋅

   
ένα διάνυσμα το οποίο: 

• είναι ομόρροπο του α
  αν λ 0>   

• είναι αντίρροπο του α
  αν λ 0<  

• έχει μέτρο λ α
 . 

Αν είναι λ 0=  ή α 0,=


  τότε  

λ α 0⋅ =




.  
 

 
Παράδειγμα 
 

Στο διπλανό σχήμα φαίνεται ένα διάνυσμα α
 , το 

οποίο έχει μέτρο 4. Το διάνυσμα 2α
  είναι ομόρροπο 

του α
  και έχει μέτρο 2α 2 α 2 4 8= = ⋅ =

  , ενώ το 

διάνυσμα 1 α
2

−
  είναι αντίρροπο του α

  και έχει 

μέτρο  

 
1 1 1α α 4 2.
2 2 2

− = − = ⋅ =
 

 
 
 

• Το γινόμενο 1 α
λ
⋅
  το συμβολίζουμε και με α

λ



. Έτσι, π.χ., μπορούμε να γράψουμε 

α
3



, αντί του τυπικά ορθότερου 1 α.
3
⋅
  

 
  

2α
α



1 α
2

−
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Ιδιότητες Πολλαπλασιασμού Αριθμού με Διάνυσμα 
 
 

Πρόταση 

Για οποιαδήποτε διανύσματα α, β


  ισχύουν οι σχέσεις: 

• ( )λ α β λα λβ+ = +
 

 

για κάθε λ∈   

•  για κάθε   

• ( )λ μ α λα μα+ = +
    για κάθε λ, μ∈  

•  για κάθε   

• ( ) ( )λ μα λμ α=
   για κάθε λ, μ∈   

 

• ( )λ−   

•  

• Αν λα λβ=


  

• Αν λα μα=
    και  α 0,≠





  . 
 

 
Γραμμικός Συνδυασμός Διανυσμάτων 
 
Ορισμός 
 
 

Ονομάζουμε γραμμικό συνδυασμό δύο διανυσμάτων , κάθε διάνυσμα της 
μορφής 

υ κα λβ με κ, λ= + ∈


  . 
 

 
Παράδειγμα 
 

Κάθε ένα από τα διανύσματα  είναι γραμμικός συνδυασμός των δια-

νυσμάτων . Ανάλογα ορίζεται και ο γραμμικός συνδυασμός τριών ή 
περισσότερων διανυσμάτων. 
 
● Αποδεικνύεται ότι κάθε διάνυσμα του επιπέδου μπορεί να γραφεί κατά μοναδικό 

τρόπο ως γραμμικός συνδυασμός δύο μη συγγραμμικών διανυσμάτων.
 

( )λ α β λα λβ− = −
 

  λ∈

( )λ μ α λα μβ− = −


 

λ, μ∈

( ) ( )α λ α λα για κάθε λ= − = − ∈
   

λα 0 λ 0 ή α 0= ⇔ = =
 

 

και λ 0, τότε α β≠ =




τότε λ μ=

α και β




2α 3β, 4α, 7β− −
 

 

α και β
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1η Συνθήκη Παραλληλίας Διανυσμάτων 
 
 

Θεώρημα  

Αν  είναι δύο διανύσματα με , τότε 

α//β α λβ για κάποιο λ⇔ = ∈
 

  . 
 
 

Απόδειξη 

• Αν έχουμε  για κάποιο , τότε σύμφωνα με τον ορισμό πολλαπλασια-

σμού με διάνυσμα ισχύει  

• Αντιστρόφως, αν έχουμε  τότε ισχύει 

 

 Οπότε: 
  αν  

  αν  

  αν . 
Δηλαδή, σε κάθε περίπτωση υπάρχει  (και μάλιστα μοναδικός) τέτοιος, ώστε 

 
 
Διανυσματική Ακτίνα Μέσου Τμήματος 
 
 

Πρόταση 
 

Αν Μ είναι το μέσο ενός τμήματος ΑΒ, τότε για οποιοδήποτε σημείο Ο ισχύει 

ΟΑ ΟΒΟΜ .
2
+

=

 



 
 
 

Απόδειξη 
Το σημείο Μ είναι μέσο του τμήματος ΑΒ. Δηλαδή, 

 
ή, ισοδύναμα, 

 
Οπότε, 

 

και τελικά                     

α,β




β 0≠


α λβ=


 λ∈
α//β.




α//β και β 0,≠
 



α α
α = β κ β κβ , όπου κ .

β β
= = =

 

  



 

α β, τότε α κβ↑↑ =
 

 

α β, τότε α κβ↑↓ = −
 

 

α 0, τότε α 0 β= = ⋅


 

λ∈
α λβ.=





ΑΜ ΜΒ=
 

ΟΜ ΟΑ ΟΒ ΟΜ.− = −
   

2ΟΜ ΟΑ ΟΒ= +
  

ΟΑ ΟΒΟΜ .
2
+

=

 



Β
ΜΑ

Ο
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Λυμένες Ασκήσεις 
 
 

5. Αν για δύο σημεία Α και Β ισχύει η σχέση  

ΑΒ ΒΑ,=
 

 
 να  αποδείξετε  ότι τα σημεία  Α  και  Β  ταυτίζονται. 
 
Λύση 
 
α΄ τρόπος: 
Παρατηρούμε ότι 

ΒΑ ΑΒ= −
 

. 
Επομένως, η σχέση 

ΑΒ ΒΑ=
 

 
ισοδύναμα γράφεται 

ΑΒ ΑΒ.= −
 

 
Δηλαδή, 

2ΑΒ 0=
 

 
και τελικά 

ΑΒ 0.=
 

 
Άρα, τα σημεία Α και Β ταυτίζονται. 
 
 

β΄ τρόπος: 
Για κάθε σημείο Ο η σχέση 

ΑΒ ΒΑ=
 

 
ισοδύναμα γράφεται 

ΟΒ ΟΑ ΟΑ ΟΒ.− = −
   

 
Δηλαδή, 

2ΟΒ 2ΟΑ=
 

 
και τελικά 

ΟΒ ΟΑ.=
 

 
Παρατηρούμε λοιπόν, ότι τα διανύσματα ΟΒ



 και ΟΑ


 είναι ίσα. Και επειδή έχουν 
κοινή αρχή, συμπεραίνουμε ότι έχουν κοινό πέρας. Δηλαδή, τα σημεία Α και Β 
ταυτίζονται. 

  

Σχόλιο 
Το ζητούμενο του προβλήματος είναι 
διατυπωμένο στη γλώσσα της Ευ-
κλείδειας γεωμετρίας. Μεταφράζο-
ντάς το στη γλώσσα του Διανυσματι-
κού λογισμού διαπιστώνουμε ότι αρ-
κεί να αποδείξουμε ότι 

ΑΒ 0=
 

 

ή 

ΟΑ ΟΒ=
 

 

για κάποιο σημείο Ο. 
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 Σχόλια 
 Αν δύο διανύσματα 

είναι ίσα, τότε έχουν 
και ίσα μέτρα.  

 Το αντίστροφο, βέ-
βαια, δεν ισχύει. 

 Ισχύει η ισοδυναμία 
 α 0 α 0= ⇔ =



   
 

6.  Έστω α, β
  δύο μη μηδενικά διανύσματα για τα οποία ισχύει η σχέση 

1 1α β.
αβ

=


   

  Να αποδείξετε ότι: 
  i) α β=

         ii) α β=
 . 

 
 
Λύση 
 
i) Έχουμε  

1 1α β
αβ

=


  . 

  Άρα, 

1 1α β
αβ

=


  . 

  Δηλαδή, 
1 1α β

αβ
⋅ = ⋅


   

  και τελικά 
22α β=


. 

  Επομένως, 
α β .=


 

 
ii)  Aποδείξαμε ότι  

α β .=


 

  Άρα, η δοθείσα σχέση γίνεται 
1 1α β
α α

=


   

  και συνεπώς 
α β.=

  
  

β
α



β
α



α β α β= ⇒ =
 

 

α β και α β≠ =
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 7. Στο διπλανό σχήμα έχουμε 
           ( ) ( )ΒΜ 3 ΜΓ .=  

 Να αποδείξετε ότι: 
 i) ΒΜ 3ΜΓ=

 
     

 ii) ( )1x β 3γ
4

= +
 

. 

 
 

Λύση 
 
i)  Έχουμε 

( ) ( )ΒΜ 3 ΜΓ .=  
  Δηλαδή, 

ΒΜ 3 ΜΓ=
 

 

  ή ισοδύναμα 
  ΒΜ 3ΜΓ=

 

. (1) 

  Επίσης, από το σχήμα προκύπτει ότι 
ΒΜ ΜΓ↑↑
 

 
  και επομένως 
  ΒΜ 3ΜΓ.↑↑

 

 (2) 
 Από τις σχέσεις (1) και (2) συμπεραίνουμε ότι 

ΒΜ 3ΜΓ.=
 

 
 

ii)  Αποδείξαμε ότι 
ΒΜ 3ΜΓ=
 

 
  οπότε 

( )ΑΜ ΑΒ 3 ΑΓ ΑΜ .− = −
   

 

  Δηλαδή, 
( )x β 3 γ x− = −



    
  ή ισοδύναμα 

x β 3γ 3x.− = −


    
  Επομένως, 

4x β 3γ= +


   
  και τελικά 

( )1x β 3γ .
4

= +


   

xβ


γ

Β Μ Γ 

Α 

 
 
 

 

 
Σημείωση 
Δύο διανύσματα είναι ίσα 
όταν είναι ομόρροπα και 
έχουν ίσα μέτρα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχόλιο 
Παρατηρούμε ότι τα διανύ-
σματα  x, β



  και γ  είναι οι 
διανυσματικές ακτίνες των 
σημείων Μ, Β και Γ αντί-
στοιχα. Είναι λοιπόν φανερό 
ότι πρέπει να αξιοποιήσουμε 
τη σχέση που αποδείξαμε 
στο ερώτημα i). 
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 8.   Δίνονται τα διανύσματα 
ΟΑ α 4β= +
  ,   ΟΒ 2α β= −

     και     ΟΓ 4α 11β.= −
   

 Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α,  Β  και  Γ  είναι συνευθειακά. 
 
 
Λύση 
 
Έχουμε  

                            ΑΒ


 ΟΒ ΟΑ= −
 

 
  ( )2α β α 4β= − − +

 

   

  α 5β.= −


   

επίσης, 

                            ΑΓ


 ΟΓ ΟΑ= −
 

 
  ( )4α 11β α 4β= − − +

 

   

  3α 15β.= −


   

Παρατηρούμε ότι 

ΑΓ


3ΑΒ.=


 

Άρα, τα διανύσματα  ΑΒ


 και  ΑΓ


 είναι μεταξύ τους παράλληλα.  Και επειδή έχουν 

κοινή αρχή, συμπεραίνουμε ότι τα σημεία Α, Β  και Γ είναι συνευθειακά. 
                              
 
 
 
9. Αν ισχύει η ισότητα 

ΑΚ 4ΒΚ 3ΑΒ 7ΒΛ 2ΜΑ,+ = + +
    

 

 να αποδείξετε ότι: 

 i) για κάθε σημείο Ο του επιπέδου ισχύει η σχέση 

5ΟΚ 7ΟΛ 2ΟΜ= −
  

 

 ii) τα σημεία Κ, Λ και Μ είναι συνευθειακά. 
 

Mεθοδολογία 
Για να αποδείξουμε ότι τρία 
σημεία είναι συνευθειακά, 
αρκεί να αποδείξουμε ότι δύο 
από τα διανύσματα που έχουν 
άκρα αυτά τα σημεία είναι 
μεταξύ τους παράλληλα. 

Α 
Β 

Γ 
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Λύση 
 

i) Για κάθε σημείο Ο του επιπέδου η δοθείσα σχέση γράφεται 

( ) ( ) ( ) ( )ΟΚ ΟΑ 4 ΟΚ ΟΒ 3 ΟΒ ΟΑ 7 ΟΛ ΟΒ 2 ΟΑ ΟΜ .− + − = − + − + −
         

 

 Δηλαδή, 

ΟΚ ΟΑ 4ΟΚ 4ΟΒ 3ΟΒ 3ΟΑ 7ΟΛ 7ΟΒ 2ΟΑ 2ΟΜ− + − = − + − + −
         

 

 και τελικά 

5ΟΚ 7ΟΛ 2ΟΜ.= −
  

 
 

 

ii) Aποδείξαμε ότι για κάθε σημείο Ο του επιπέ-
 δου ισχύει η σχέση 

5ΟΚ 7ΟΛ 2ΟΜ.= −
  

 
 Θέτοντας λοιπόν όπου Ο το σημείο Μ έχουμε 

5ΜΚ 7ΜΛ 2ΜΜ.= −
  

 
 Δηλαδή, 

5ΜΚ 7ΜΛ=
 

 
 αφού 

ΜΜ 0=
 

 
 και τελικά 

7ΜΚ ΜΛ.
5

=
 

 

 Άρα, τα διανύσματα  ΜΚ


  και  ΜΛ


   είναι παράλληλα.  Και επειδή έχουν κοινή 
αρχή συμπεραίνουμε ότι τα σημεία Κ, Λ και Μ είναι συνευθειακά. 

 
 
 
10. Αν  Μ  και  Μ′   είναι τα μέσα δύο ευθυγράμμων τμημάτων ΑΒ  και  

Α Β′ ′  αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι 

ΑΑ ΒΒ 2ΜΜ .′ ′ ′+ =
  

 
 

 
 

Παρατήρηση 
Η σχέση που αποδείξαμε στο 
προηγούμενο ερώτημα ισχύει 
για κάθε σημείο Ο.  Επομέ-
νως, ισχύει αν θέσουμε όπου 
Ο οποιοδήποτε σημείο μας 
εξυπηρετεί π.χ. το σημείο Μ. 
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Λύση 
 
Έχουμε 

ΑΑ ΑΜ ΜΜ Μ Α′ ′ ′ ′= + +
   

 

και 

ΒΒ ΒΜ ΜΜ Μ Β′ ′ ′ ′= + +
   

. 

Επομένως, 

 ( ) ( )ΑΑ ΒΒ ΑΜ ΒΜ 2ΜΜ Μ Α Μ Β .′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ = + + + +
      

 (1) 

 

Όμως, τα σημεία Μ  και  Μ′  είναι τα μέσα των τμημάτων ΑΒ  και  Α Β′ ′  αντίστοιχα. 

Άρα, 

ΑΜ ΒΜ ΑΜ ΜΒ 0
    

+ = − =  

και  

Μ Α Μ Β Μ Α Β Μ 0.
    

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ = − =  

Επομένως, η σχέση (1) γράφεται 

ΑΑ ΒΒ 0 2ΜΜ 0 2ΜΜ .′ ′ ′ ′+ = + + =
     

 

 
 
 
 
 
11. Δίνεται κανονικό εξάγωνο ΑΒΓΔΕΖ εγγεγραμμένο σε κύκλο με κέντρο το 

σημείο Ο.  Να αποδείξετε ότι 

ΑΒ ΑΓ ΑΕ ΑΖ 2ΑΔ.+ + + =
    

 
 
 

 
 
  

Β 

Μ 

Α 
Α′

Β′

Μ′

Σημείωση 
Το σημείο Μ είναι μέσο του 
τμήματος ΑΒ αν και μόνο αν 
ισχύει η σχέση 

ΑΜ ΜΒ.
 

=  

Α 
Β 

M 
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Λύση 
 

Έχουμε 
 ΑΒ ΟΒ ΟΑ= −

  

 

 ΑΓ ΟΓ ΟΑ= −
  

 

 ΑΕ ΟΕ ΟΑ ΟΒ ΟΑ,= − = − −
    

  
αφού το Ο είναι μέσο του ΒΕ 

 ΑΖ ΟΖ ΟΑ ΟΓ ΟΑ= − = − −
    

, 
αφού το Ο είναι μέσο του ΓΖ 

Οπότε, προσθέτοντας κατά μέλη προκύπτει 

( ) ( )
ΑΒ ΑΓ ΑΕ ΑΖ 4ΟΑ

2 2ΟΑ 2 2ΑΟ

2ΑΔ,

+ + + = −

= − =

=

    

 



 

αφού το Ο είναι μέσο του ΑΔ. 

 
 
 

12. Έστω ένα μη μηδενικό διάνυσμα ΑΒ


  και τα σημεία Γ, Δ τέτοια, 
ώστε 

ΑΔ λΑΒ, ΔΓ 2ΑΒ= =
   

     και     ΒΓ 3ΑΒ.=
 

 

 Να αποδείξετε ότι: 

 i) ( )ΑΔ ΔΓ ΓΒ λ 1 ΑΒ+ + = −
   

 

 ii) λ 2=  
 iii)  το σημείο Δ είναι το μέσο του ΑΓ. 

 
 

Λύση 
 

i) Έχουμε  

ΑΔ λΑΒ=
 

,     ΔΓ 2ΑΒ=
 

 και ΓΒ ΒΓ 3ΑΒ.= − = −
  

 

 Επομένως, 

( )ΑΔ ΔΓ ΓΒ λΑΒ 2ΑΒ 3ΑΒ λ 1 ΑΒ.+ + = + − = −
      

 

Παρατήρηση 
Οι διαγώνιοι του κανονικού 
εξαγώνου είναι διάμετροι του πε-
ριγεγραμμένου κύκλου του. Δηλα-
δή, το κέντρο Ο είναι μέσο των 
ΒΕ, ΓΖ και ΑΔ.  

Ο

Δ

Α

Ζ Γ

Ε

Β
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ii) Αποδείξαμε ότι 
( )ΑΔ ΔΓ ΓΒ λ 1 ΑΒ.+ + = −

   

 
 Όμως, 

ΑΔ ΔΓ ΓΒ ΑΒ.+ + =
   

 
 Άρα,   

( )λ 1 ΑΒ ΑΒ.− =
 

 
 Και επειδή  

ΑΒ 0,≠
 

 
 συμπεραίνουμε ότι 

λ 1 1− =  
 και τελικά        

λ 2.=  
 

iii) Αποδείξαμε ότι    
λ 2.=  

 Επομένως,  
ΑΔ 2ΑΒ.=
 

 
 Όμως,  

ΔΓ 2ΑΒ.=
 

 
 Παρατηρούμε λοιπόν ότι 

ΑΔ ΔΓ.=
 

 
 Η τελευταία σχέση εγγυάται ότι το σημείο Δ  
 είναι το μέσο του ΑΓ. 
 

 

 

13. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, η διάμεσός του ΑΜ, το μέσο Δ της ΑΜ και το 
σημείο Ε για το οποίο ισχύει η  σχέση  

 

 i) Να εκφράσετε τα διανύσματα  και   ως γραμμικό 

συνδυασμό των διανυσμάτων   και  . 

 ii) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Β, Δ και Ε είναι συνευθειακά. 
 

 

1ΑΕ ΑΓ.
3

=
 

ΒΕ


ΒΔ


ΑΒ α=
  ΑΓ β=

 

Σημείωση 
Αν ισχύει η σχέση 

λα μα=
   

και 
α 0≠



 , 
τότε 

λ μ.=  
 
 
 
 

 
 

Σχόλιο 
Για να αποδείξουμε ότι το 
σημείο Δ είναι το μέσο του 
ΑΓ αρκεί να αποδείξουμε ότι 

ΑΔ ΔΓ.=
 

 

Α Γ Δ 
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Λύση 
 

i) Έχουμε  

        

 Επίσης, 

                

 Όμως, το σημείο Μ είναι το μέσο του 
τμήματος ΒΓ.  Επομένως, 

. 

 Έχουμε λοιπόν 

                

    

 

ii) Aποδείξαμε ότι 

 

 και       

 

 Παρατηρούμε λοιπόν ότι  

 

 Επομένως, τα διανύσματα   και    είναι παράλληλα.  Και επειδή έχουν 
κοινή αρχή, συμπεραίνουμε ότι τα σημεία Β, Δ και Ε είναι συνευθειακά. 

 
 
 
14. Αν Ο είναι το κέντρο ενός παραλληλόγραμμου ΑΒΓΔ και Μ το μέσον 

της πλευράς ΒΓ, να αποδείξετε ότι 

. 

 

ΒΕ
 1ΒΑ ΑΕ ΑΒ ΑΓ

3
= + = − +
    1α β.

3
= − +





ΒΔ
 1ΒΑ ΑΔ ΑΒ ΑΜ.

2
= + = − +
   

( )1ΑΜ ΑΒ ΑΓ
2

= +
  

ΒΔ
 ( )1 1ΑΒ ΑΒ ΑΓ

2 2
= − + ⋅ +
  

( )1 3 1α α β α β.
4 4 4

= − + + = − +
 

  

1ΒΕ α β
3

= − +
 



3 1ΒΔ α β
4 4

= − +
 


3 1α β .
4 3
 = − + 
 





3ΒΔ ΒΕ.
4

=
 

ΒΔ


ΒΕ


1ΑΜ ΔΓ ΑΟ
2

= +
  

Β 

Δ 

Γ 

Α 

Μ 

Ε 
β


α


Σημείωση 
Για τη διάμεσο ΑΜ του τρι-
γώνου ΑΒΓ ισχύει η σχέση 

( )1ΑΜ ΑΒ ΑΓ .
2

= +
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Λύση 
 
 
 

α΄ τρόπος: 
 

Το σημείο Μ είναι το μέσο του τμήματος ΒΓ. 
Επομένως, 

 

Όμως,  
 

αφού το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλλη-
λόγραμμο. Επίσης,  

 
αφού το Ο είναι μέσο του τμήματος ΑΓ.  Από 
τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι 

 

 

β΄ τρόπος: 

Θέτουμε 

  και    

Επομένως, 

        

                  (1) 

Επίσης,       
 

και   

. 

Άρα, 

       (2) 

Από τις σχέσεις (1) και (2) συμπεραίνουμε ότι 

 

( )1ΑΜ ΑΒ ΑΓ
2

= +
   1 1ΑΒ ΑΓ.

2 2
= +

 

ΑΒ ΔΓ,=
 

ΑΓ 2ΑΟ,=
 

1ΑΜ ΔΓ ΑΟ.
2

= +
  

ΑΒ α=




ΑΔ β.=
 

1ΑΜ ΑΒ ΒΜ ΑΒ ΒΓ
2

= + = +
    

1 1ΑΒ ΑΔ α β.
2 2

= + = +
  



ΔΓ ΑΒ α= =
 



1ΑΟ ΑΓ
2

=
  ( )1 ΑΒ ΑΔ

2
= +

  ( )1 α β
2

= +




( )1 1 1 1ΔΓ ΑΟ α α β α β.
2 2 2 2

+ = + + = +
   

  

1ΑΜ ΔΓ ΑΟ.
2

= +
  

Mέθοδος 
των Ελαχίστων Διανυσμάτων 
 

Θεωρούμε δύο μη συγγραμμικά 
διανύσματα τα οποία ονομάζουμε 

 και . Στη συνέχεια εκφρά-
ζουμε κάθε ένα από τα διανύσματα 
που εμφανίζονται στο πρόβλημα ως 
γραμμικό συνδυασμό των  και  

. Έτσι, το πρόβλημα γίνεται κατά 
κανόνα απλούστερο, αφού πλέον σ’ 
αυτό πρωταγωνιστούν μόνο δύο 
διανύσματα, τα  και . 

α


β


α


β


α


β


Β 

Γ Δ 

Α 

Μ 
Ο 

Β 

Γ Δ 

Α 

Μ 
Ο β



α
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Δ 

 
 
 

 

 

15. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διάμεσός του ΑΔ. 
 i) Να αποδείξετε ότι για κάθε σημείο Μ του επιπέδου ισχύει η 

σχέση 
, 

  όπου Ε το μέσο του ΑΔ. 
 ii) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου για 

τα οποία ισχύει η σχέση:  
  α)    

  β)  

 γ) . 
 

 

Λύση 
 

i) Το σημείο Δ είναι το μέσο του ΒΓ. 
Επομένως, για κάθε σημείο Μ ισχύει η 
σχέση 

. 
 Έχουμε λοιπόν 
      
       . 

 Επίσης, το σημείο Ε είναι το μέσο του ΑΔ. 
Άρα,  

 
 Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι  

        

ii)  α) Η σχέση  
, 

  λόγω του ερωτήματος i) ισοδύ-
ναμα γράφεται: 

   

          

  Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός 
τόπος είναι ο κύκλος με κέντρο 
το σημείο Ε και ακτίνα ρ = 1. 

2ΜΑ ΜΒ ΜΓ 4ΜΕ+ + =
   

2ΜΑ ΜΒ ΜΓ 4+ + =
  

2ΜΑ ΜΒ ΜΓ 4ΜΑ+ + =
   

( )2ΜΑ ΜΒ ΜΓ ΒΓ+ + ⊥
   

ΜΒ ΜΓ 2ΜΔ+ =
  

2ΜΑ ΜΒ ΜΓ+ +
  

2ΜΑ 2ΜΔ= +
 

( )2 ΜΑ ΜΔ= +
 

ΜΑ ΜΔ 2ΜΕ.+ =
  

( )2ΜΑ ΜΒ ΜΓ 2 2ΜΕ 4ΜΕ.+ + = =
    

2ΜΑ ΜΒ ΜΓ 4+ + =
  

4ΜΕ 4 4 ΜΕ 4= ⇔ =
 

ΜΕ 1.⇔ =


Σημείωση 
Έστω ένα σταθερό σημείο Κ του 
επιπέδου και ένας θετικός αριθμός ρ. O 
γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ του 
επιπέδου για τα οποία ισχύει  

 

είναι ο κύκλος με κέντρο το σημείο Κ 
και ακτίνα ρ. 

ΜΚ ρ=


ΔΒ Γ 

Α 

Ε Μ 

Μ ρ 
Κ 
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ii)  β) Η σχέση  

             

  λόγω του ερωτήματος i) ισοδύ-
ναμα γράφεται 
     

  

    

  Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός 
τόπος είναι η μεσοκάθετος ευθεία 
του τμήματος ΑΕ. 

 
  
 γ) Αποδείξαμε ότι για κάθε σημείο Μ 

του επιπέδου ισχύει η σχέση  

             

  Επομένως, η σχέση 

             

  ισοδύναμα γράφεται 

 

  Δηλαδή, 

 

  Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός 
τόπος είναι η ευθεία που διέρχεται 
από το σημείο Ε και είναι κάθετη 
στη ΒΓ. 

 
 
 

 

2ΜΑ ΜΒ ΜΓ 4ΜΑ+ + =
   

4ΜΕ 4 ΜΑ=
 

4 ΜΕ 4 ΜΑ⇔ =
 

ΜΕ ΜΑ .⇔ =
 

2ΜΑ ΜΒ ΜΓ 4ΜΕ.+ + =
   

( )2ΜΑ ΜΒ ΜΓ ΒΓ+ + ⊥
   

4ΜΕ ΒΓ.⊥
 

ΜΕ ΒΓ.⊥
 

Σημείωση 
Έστω Α και Β δύο σταθερά σημεία 
του επιπέδου. Ο γεωμετρικός τόπος 
των σημείων Μ του επιπέδου για τα 
οποία ισχύει η σχέση  

 

είναι η μεσοκάθετος ευθεία του 
τμήματος ΑΒ. 

ΜΑ ΜΒ=
 

Σημείωση 
Έστω Β, Γ και Ε τρία σταθερά 
σημεία του επιπέδου. Ο γεωμετρι-
κός τόπος των σημείων Μ του επι-
πέδου για τα οποία ισχύει η σχέση  

 
είναι η ευθεία που διέρχεται από το 
σημείο Ε και είναι κάθετη στον 
φορέα του διανύσματος . 

ΜΕ ΒΓ⊥
 

ΒΓ


Β Γ 

Μ 

Ε 

( )ε

Μ 

Β 
Α 

( )ε



40                                                 Μαθηματικά Β΄ Λυκείου 
 
 
 
 
 

Προτεινόμενες Ασκήσεις 

 
12. Αν ισχύει η σχέση 

 

 να αποδείξετε ότι τα σημεία Ρ και Σ ταυτίζονται. 
 

 13. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και σημείο Μ τέτοιο, ώστε 

ΜΑ ΜΒ ΜΓ ΜΔ.+ + =
   

 

  Να αποδείξετε ότι το σημείο Μ συμπίπτει με το σημείο Β. 
 

 14. Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε σημεία Α, Β, Γ, Δ ισχύει η ισότητα 

ΑΔ 2ΒΔ 3ΔΓ ΑΓ 2ΒΓ.+ + = +
    

 
 
15. Δίνονται τα διανύσματα α, β



   και  x  τέτοια, ώστε 

( )1 4x β x α β
5 5

+ = + −
 

  . 

 i) Nα εκφράσετε το διάνυσμα x  συναρτήσει των διανυσμάτων α, β.


  
 ii) Αν για τα σημεία Α, Β, Γ ισχύουν 

xΑΒ =
    και   12α 15βΑΓ = − +

   
  να αποδείξετε ότι τα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 
 

16. Αν για τα διανύσματα α, β


  ισχύουν οι σχέσεις 

α α β= ⋅


      και     β β α= ⋅
 



 

 να αποδείξετε ότι:  

 i) α β=




       
 ii) α β.=



  
 

17. Στο διπλανό σχήμα έχουμε  

              ( ) ( )2 .
5

Β∆ = ∆Γ  

 Να αποδείξετε ότι: 
 i) 5ΒΔ 2ΔΓ=

 
          

 ii) ( )1x 5α 2β .
7

= +
              

ΡΑ ΡΒ ΣΑ ΣΒ,+ = +
   

xα


β


Β 

Α 

Δ   Γ 
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18. Να αποδείξετε ότι τα σημεία 

 Α, Γ και Ε 

 του διπλανού σχήματος 

 είναι συνευθειακά. 

 

 

19. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο 

 ΑΒΓΔ στο διπλανό σχήμα 

 είναι τραπέζιο. 

 

 

20. Δίνονται τα διανύσματα 
ΟΑ 2α β, ΟΒ 7α 3β= − = −
       και   ΟΓ 22α 9β.= −

   

 Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά. 
 

21. Δίνονται τα διανύσματα  

ΟΑ α β γ, ΟΒ 2α 3β γ= + − = + +
        και    ΟΓ 3α 5β 3γ.= + +

    

 Να αποδείξετε ότι το σημείο Β είναι το μέσον του τμήματος ΑΓ. 

 

22. Αν για τα σημεία Α, Β, Γ  ισχύει η σχέση       

ΑΒ 2ΒΓ 3ΓΑ 0+ − =
   

, 

 να αποδείξετε ότι: 

 i) για κάθε σημείο Ο του επιπέδου ισχύει η σχέση 

5 4ΟΓ = ΟΑ +ΟΒ
  

 

 ii) τα σημεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά. 

 

23. Αν ισχύει η ισότητα  

ΑΚ 4ΒK 7ΑΒ 3ΛΒ 8ΑΜ+ + = +
    

, 

 να αποδείξετε ότι: 

Β 

Α 

Δ 

Γ 
Ε 

α
 β

 2α


2β


α


Β Α 

Δ Γ 

 α
β+




 β 2α−
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 i) για κάθε σημείο Ο του επιπέδου ισχύει η σχέση 

5ΟΚ 8OΜ 3ΟΛ= −
  

 

 ii) τα σημεία Κ, Λ και Μ είναι συνευθειακά.  

 

24. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Μ για το οποίο  ισχύει η σχέση 

ΑΒ ΑΜ ΜΒ 2ΜΓ.+ = +
   

 

 Να αποδείξετε ότι: 
 i) για κάθε σημείο Ο του επιπέδου ισχύει  

2ΟΜ ΟΑ ΟΓ= +
  

 
ii) το Μ είναι το μέσον του ΑΓ. 

 
25. Αν ισχύει η ισότητα  

ΑΚ 2ΒΚ 3ΑΒ ΛΒ 4ΑΜ+ + = +
    

, 
 να αποδείξετε ότι τα σημεία Κ, Λ και Μ είναι συνευθειακά. 

 

26. Δίνεται παραλληλόγραμμοΑΒΓΔ, ένα σημείο Μ και πραγματικός αριθμός λ 
έτσι, ώστε 

ΑΒ λΑΔ ΜΒ και ΑΔ λΑΒ ΒΜ.+ = + =
     

 

 i) Nα βρείτε την τιμή του λ. 
 ii) Nα αποδείξετε ότι το σημείο Μ συμπίπτει με το σημείο Δ. 
 
 
27. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ τέτοιο, ώστε 

ΑΒ α και ΑΔ β= =
   . 

 Αν ισχύει η σχέση  

ΑΕ κα β= +
  

   με   κ∈  
 τότε: 
 i) να αποδείξετε για κάθε κ∈  τα σημεία Γ, Δ και Ε είναι συνευθειακά 
 ii) να βρείτε την τιμή του κ για την οποία το σημείο Γ είναι το μέσον του ΔΕ. 
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28. Δίνονται σημεία Α, Β, Κ, Λ και Μ τέτοια, ώστε  

( )AK λ 1 ΑΒ λΒΚ ΒΛ λΑΜ+ − + = +
    

 

 όπου λ σταθερός πραγματικός αριθμός. 
 i) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Κ, Λ και Μ είναι συνευθειακά. 
 ii) Nα βρείτε την τιμή του λ για την οποία το σημείο Μ είναι το μέσο του 

τμήματος ΚΛ. 
 
29. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Δ τέτοιο, ώστε 

ΑΔ λΑΒ 2μΑΓ= +
  

    και    ΓΔ μΑΒ λΑΓ= −
  

. 

 Να αποδείξετε ότι 1λ μ .
3

= =  

 
30. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και οι πραγματικοί αριθμοί λ και μ τέτοιοι, 

ώστε:  

λΑΒ μΑΔ 2ΑΓ ΓΔ+ = +
   

 

 Να αποδείξετε ότι λ 1 και μ 2.= =  
 
31. Αν  ισχύουν οι σχέσεις 

ΑΒ 0 και ΑΜ λΜΒ≠ =
   

  για κάποιον  λ ,∈  
 να αποδείξετε ότι: 
 i) λ 1≠ −  

 ii)  για κάθε σημείο Ο ισχύει η σχέση  
λ

1 λ
ΟΑ + ΟΒ

ΟΜ =
+

 


. 

 

32. Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ και έστω Μ το μέσον της διαγωνίου του ΑΓ. Να 
αποδείξετε ότι 

ΜΒ ΜΔ ΑΒ ΓΔ.+ = +
   

 

 
33. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 

ΔΑ ΔΒ 3ΔΓ 0 και 2ΕΑ 2ΕΒ 3ΕΓ 0.− − = − + =
       

 
 Να αποδείξετε ότι:  

 i) ΒΑ 3ΔΓ και 2ΒΑ 3ΓΕ= =
   

 

 ii) το τετράπλευρο ΑΒΔΕ είναι παραλληλόγραμμο. 
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34. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 

ΑΔ 2ΑΒ 5ΑΓ και ΑΕ 3ΑΒ 4ΑΓ.= + = +
     

 
  Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΓΔΕ είναι παραλληλόγραμμο.  
  

35. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε  για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 

ΑΔ ΑΒ 2ΑΓ και ΑΕ 2ΑΒ ΑΓ= + = +
     

. 

 Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΓΔΕ είναι παραλληλόγραμμο. 

 

36. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και οι πραγματικοί αριθμοί  x, y  για τους 
οποίους ισχύει η σχέση  

( ) ( )xΑΓ 1 y ΒΔ x 1 ΑΔ yΑB.+ − = + +
   

 
 Να αποδείξετε ότι: 

 i) ( )x 1 ΑB y ΑΔ− ⋅ = ⋅
 

    ii) x 1=    και   y 0.=  
  

37. Έστω α, β
  δύο μη συγγραμμικά διανύσματα και σημεία Ο, Α, Β, Γ  για τα οποία 

ισχύουν οι σχέσεις 

ΟΑ α β= −
  ,   ( )ΟΒ x 1 α 2β= + +

     και    ( )ΟΓ 5α 2y 1 β= + −
   

 όπου x, y  σταθεροί πραγματικοί αριθμοί. Αν το σημείο Β είναι το μέσο του ΑΓ, 
να αποδείξετε ότι:       

 i) ( ) ( )x 2 α y 3 β− = −
      ii) x 2=   και   y 3.=   

 
38. Έστω ένα μη μηδενικό διάνυσμα ΑΒ


 και τα σημεία Γ, Δ τέτοια, ώστε  

ΑΓ λΑΒ, ΓΔ 2ΑΒ και ΔΒ 3ΑΒ= = =
     

   

 Να αποδείξετε ότι: 

 i) λ 4= −        ii) ΑΔ 2ΑΒ.= −
 

 
 

     39. Έστω διανύσματα α, β


  τέτοια, ώστε  

α β 1= =


 . 

   Να αποδείξετε ότι    
4 α 5β 6.≤ + ≤



  



Διανύσματα  45 
 

40. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα διανύσματα                           

α ΒΑ=




 ,    β ΑΓ=
 

   και  γ ΓΜ=


  , 
 όπου Μ το μέσο της πλευράς ΒΓ. Να αποδείξετε ότι: 

i) α β 2γ+ = −


   

ii) Αν α 1=
   και  β 3=



, τότε  1 γ 2.≤ ≤
  

 

41. Έστω δύο μη μηδενικά διανύσματα  και .   Να αποδείξετε ότι: 

 i) αν τα  είναι ομόρροπα, τότε  

 

 ii) αν τα  είναι αντίρροπα, τότε   

 

 
 
42. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τα σημεία Ε, Ζ για τα οποία ισχύουν οι 

σχέσεις 

1ΑΕ ΖΓ ΑΓ.
5

= =
  

 

  Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΕΒΖΔ είναι παραλληλόγραμμο.  

 
43. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, το μέσον Δ της ΒΓ και το σημείο Ε για το οποίο ισχύει 

2ΑΕ ΑΓ.
3

=
 

 

 i) Να εκφράσετε τα διανύσματα ΑΔ, ΕΔ και ΕΒ
  

 ως γραμμικό συνδυασμό 
των διανυσμάτων  

ΑΒ α και ΑΓ β.= =
    

 ii) Nα αποδείξετε ότι 

( )5ΑΒ ΓΒ 3 ΑΔ ΕΔ ΕΒ .+ = + +
    

 
 
 

α β


α και β


α β α β+ > −
  

α και β


α β α β .+ < −
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44. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε, Ζ τέτοια, ώστε  

2 3ΓΔ 2ΒΓ, ΑΕ ΓΑ και ΒΖ ΑΒ.
3 4

= = =
     

 

 i) Nα εκφράσετε τα διανύσματα ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ
  

  ως γραμμικό συνδυασμό 
των διανυσμάτων  

ΑΒ α και ΑΓ β.= =
    

 ii) Nα αποδείξετε ότι 

2ΑΔ 3ΒΕ 4ΓΖ 0.+ + =
   

 
 
45. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, το μέσον Δ της ΒΓ και τα σημεία Ε, Ζ για τα οποία 

ισχύουν οι σχέσεις 

3 3ΑΕ ΑΔ και ΑΖ ΑΓ.
5 7

= =
   

 

 i) Να εκφράσετε τα διανύσματα ΑΕ, ΒΕ και ΒΖ
  

 ως γραμμικό συνδυασμό 
των διανυσμάτων  

ΑΒ α και ΑΓ β.= =
    

 ii) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Β, Ε και Ζ είναι συνευθειακά. 
 
 

46. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τα σημεία Ε και Ζ τέτοια, ώστε 
1ΔΕ ΔΒ
3

=
 

    και  ΒΖ 2ΒΓ=
 

. 

i) Να εκφράσετε τα διανύσματα ΑΕ


  και  ΑΖ


 ως γραμμικό συνδιασμό των 
διανυσμάτων α ΑΒ=





  και  β ΑΔ.=
 

 
ii) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, E, Ζ είναι συνευθειακά. 

 

 
47. Έστω α, β

  δύο μη συγγραμμικά διανύσματα. Να αποδείξετε ότι:  

 i) 2α 3β 0+ ≠
   

 ii) τα διανύσματα  

u 5α β= +
    και  v 2α 3β= +

   
  δεν είναι συγγραμμικά. 
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48. Αν ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ  είναι οι διάμεσοι ενός τριγώνου ΑΒΓ, να αποδείξετε ότι 

ΑΔ ΒΕ ΓΖ 0.+ + =
   

 

49. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω Δ, Ε τα μέσα των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ 

αντίστοιχα.  Αν Ζ είναι το μέσο του ΔΕ, να αποδείξετε ότι για κάθε σημείο Ο 

ισχύει η σχέση 

ΟΑ 2ΟΒ ΟΓ 4ΟΖ.+ + =
   

 

 

50. Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ καθώς επίσης και τα μέσα Ε, Ζ των διαγωνίων του 

ΑΓ και ΒΔ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: 

 i) ΑΒ ΑΔ ΓΒ ΓΔ 4ΕΖ+ + + =
    

 

 ii) αν ισχύει η σχέση ΑΔ ΒΓ 4ΕΖ,− =
  

 τότε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι πα-

 ραλληλόγραμμο. 

 
 
 
51. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με κέντρο το σημείο Κ.  

 i) Nα αποδείξετε ότι για κάθε σημείο Μ του επιπέδου ισχύει η σχέση  

ΜΑ ΜΓ 2ΜΔ 4ΜΛ+ + =
   

 

  όπου Λ το μέσο του ΔΚ. 

 ii) Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ του επιπέδου για τα 
οποία ισχύει η σχέση 

ΜΑ ΜΓ 2ΜΔ ΜΑ ΜΓ 2ΜΔ+ + = + −
     

 

  είναι ο κύκλος με διάμετρο ΔΚ. 

 iii) Nα βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία 
ισχύει η σχέση: 

  α) ΜΑ ΜΓ 2ΜΔ // ΑΒ+ +
   

 

  β) ΜΑ ΜΓ 2ΜΔ 4 ΜΑ .+ + =
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Συντεταγμένες στο Επίπεδο 
 
Συντεταγμένες Σημείου 
 

• Σε μια ευθεία x x′  επιλέγουμε αυθαίρετα ένα σημείο Ο. Στη συνέχεια, θεωρούμε 

το σημείο Ι τέτοιο, ώστε το διάνυσμα ΟΙ


 να έχει μέτρο 1 (δηλαδή, να είναι 
μοναδιαίο) και το σημείο Ι να βρίσκεται στην ημιευθεία Οx.  Τότε λέμε ότι η 
ευθεία x x′  είναι ένας άξονας με αρχή το σημείο Ο και μοναδιαίο διάνυσμα το 
ΟΙ i.=
 

 Η ημιευθεία Οx λέγεται θετικός ημιάξονας Ox, ενώ η ημιευθεία Ox′  
λέγεται αρνητικός ημιάξονας Οx′ . 

 

 
 
 

• Παρατηρούμε ότι για κάθε σημείο Μ του άξονα x x′  ισχύει ΟΜ// i.
 

 Δηλαδή, 

υπάρχει ακριβώς ένας πραγματικός αριθμός x τέτοιος, ώστε ΟΜ x i.= ⋅
 

 
 Αυτόν τον αριθμό x τον ονομάζουμε τετμημένη του σημείου Μ. 
 
 

• Σε ένα επίπεδο θεωρούμε δύο κάθετους 

άξονας x x′  και y y′  με κοινή αρχή Ο και μο-

ναδιαία διανύσματα i


 και j


 αντίστοιχα. 

Τότε λέμε ότι έχουμε ένα ορθοκανονικό σύ-
στημα συντεταγμένων στο επίπεδο ή 
απλούστερα ένα σύστημα συντεταγμένων 
στο επίπεδο ή ακόμα ένα καρτεσιανό επί-
πεδο και το συμβολίζουμε με Oxy. 

• Έστω Μ τυχαίο σημείο του καρτεσιανού επιπέδου Oxy. Από το Μ φέρνουμε 
ευθεία παράλληλη στον y y′ , η οποία τέμνει τον x x′  στο σημείο 1Μ .  Επίσης, από 
το Μ φέρνουμε ευθεία παράλληλη στον x x′ , η οποία τέμνει τον y y′  στο σημείο 

2Μ .  Ονομάζουμε τετμημένη του Μ την τετμημένη x του 1Μ  και τεταγμένη 
του Μ την τετμημένη y του 2Μ .  Η τετμημένη και η τεταγμένη του Μ λέγονται 
συντεταγμένες του Μ.  

 
 

Ο ( )Μ x
x

Ι
x′

i


( )M x, y

y

j


i
 xO

( )2M y

( )1M x
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Συντεταγμένες Διανύσματος 
 
Πρόταση 
 

Κάθε διάνυσμα α
  του επιπέδου γράφεται σαν γραμμικός συνδυασμός των δια-

νυσμάτων i και j
 

 κατά μοναδικό τρόπο. Δηλαδή, για κάθε διάνυσμα α


 υπάρχει 
μοναδικό ζεύγος αριθμών ( )x, y  τέτοιο, ώστε  

α xi yj= +
 

 . 

 
 
 

• Πράγματι, αν ΟΜ α=


 , τότε 

 1 2α ΟΜ ΟΜ ΟΜ xi yj= = + = +
    

  
 
 
 
 
 

• Τα διανύσματα xi και yj
 

 λέγο-
νται συνιστώσες του διανύσματος 
α
 , κατά τη διεύθυνση των 
i και j
 

. 
 

• Οι αριθμοί x, y λέγονται συντεταγμένες του  α
  στο σύστημα Oxy. Συγκεκριμένα, 

ο x λέγεται τετμημένη του α
  και ο y λέγεται τεταγμένη του α

 . Έτσι, για λόγους 
απλότητας, αντί να γράφουμε α x i yj= +

 

  γράφουμε ( )α x, y .=


 
 

• Παρατηρούμε ότι αν ( )M x, y , τότε ( )OM x, y .=


 Δηλαδή, κάθε διάνυσμα με 

αρχή το ( )O 0, 0  έχει συντεταγμένες τις συντεταγμένες του πέρατός του. 
 
Πρόταση 
 

Δύο διανύσματα είναι ίσα αν και μόνο αν οι αντίστοιχες συντεταγμένες τους είναι ίσες. 
Δηλαδή, αν ( )1 1α x , y=



 και ( )2 2β x , y=


, τότε ισχύει 

1 2

1 2

x x
α β

y y
=

= ⇔  =



  

 
 

  

( )M x, y

y

j


i
 xO

( )2M y

( )1M x

( )α x, y=


α
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Συντεταγμένες Γραμμικού Συνδυασμού Διανυσμάτων 
 
Πρόταση 

Αν  1 1α x , y
  και  2 2β x , y


, τότε έχουμε 

     1 1 2 2 1 2 1 2α β x , y x , y x x , y y     


 
και 

    1 1 1 1λα λ x , y λx , λy για κάθε λ  


. 
 

 

Απόδειξη 

Έχουμε  

 1 1α x , y
     και     2 2β x , y


. 

Δηλαδή,  

1 1α x i y j 
 

 και   2 2β x i y j 
  

. 
Οπότε, 

       1 1 2 2 1 2 1 2α β x i y j x i y j x x i y y j        
      

 
και

 

 1 1λα λ x i y j 
 

  

Επομένως, 

   1 2 1 2 1 1α β x x , y y και λα λx , λy    
 

. 

 Γενικά έχουμε 

   
 

1 1 2 2

1 2 1 2

λα μβ λ x ,y μ x , y

λx μx , λy μy για κάθε λ,μ

  

   




 

 

Παράδειγμα 
 

Αν    α 2, 1 και β 3, 4 , τότε :  


 

      α β 2, 1 3, 4 5, 3    
  

    5α 5 2, 1 10, 5   
  

          2α 3β 2 2, 1 3 3, 4 4, 2 9, 12 5, 14 .           
  

 

   1 1λx i λy j
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Συντεταγμένες Μέσου Τμήματος 
 
Πρόταση 

Αν ( )1 1Α x , y  και ( )2 2Β x , y είναι δύο σημεία του επιπέδου και ( )Μ x, y  είναι το μέσο 
του τμήματος ΑΒ, τότε ισχύει 

και1 2 1 2x x y y
x y

2 2
+ +

= = . 
 

Απόδειξη 
Έχουμε  

( )1ΟΜ ΟΑ ΟΒ
2

= +
  

. 

Όμως, 
( ) ( )1 1ΟΜ x, y , OA x , y= =

 

 
και 

( )2 2ΟΒ x , y .=


 
Επομένως, η αρχική ισότητα γράφεται 

    ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2 1 2
1 1 2 2 1 2 1 2

x x y y1 1x, y x , y x , y x x , y y , .
2 2 2 2

+ + = + = + + =      
 

Δηλαδή, 
1 2 1 2x x y yx και y .

2 2
+ +

= =  

 
Συντεταγμένες Διανύσματος με Γνωστά Άκρα 
 
 
 

Πρόταση 
Οι συντεταγμένες ( )x, y  ενός διανύσματος που έχει αρχή το σημείο ( )1 1Α x , y  και 
πέρας το σημείο ( )2 2Β x , y δίνονται από τις σχέσεις 

και2 1 2 1x x x y y y= − = − . 
Δηλαδή 

( )2 1 2 1ΑΒ x x , y y= − −


. 
 

 

Απόδειξη 
 
Έχουμε  

ΑΒ ΟΒ ΟΑ= −
  

. 
Όμως,  
 ( )ΑΒ x, y=



, ( )2 2ΟΒ x , y=


 και ( )1 1ΟΑ x , y=


 

Ο

y

( )2 2Β x , y

x

( )1 1Α x , y

( )Μ x, y

y

( )2 2Β x , y

Ο

( )1 1Α x , y

x
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Επομένως, η αρχική ισότητα γράφεται 

        2 2 1 1 2 1 2 1x,y x , y x ,y x x , y y      

Δηλαδή, 

2 1 2 1x x x και y y y .     
 

 

Μέτρο διανύσματος 

 

Πρόταση 

Το μέτρο του διανύσματος  α x, y  είναι 

2 2
α x y  . 

 

 

Απόδειξη 

Έστω Α το σημείο του επιπέδου για το οποίο ισχύει ΟΑ α . Προφανώς, το σημείο Α 

έχει συντεταγμένες  x, y . Θεωρούμε τις προβολές 
1Α  και 

2Α  του σημείου Α στους 

άξονες x x  και y y  αντίστοιχα. Οπότε, επειδή το Α έχει τετμημένη x και τεταγμένη y 

ισχύει: 
            1ΟΑ x    και    2ΟΑ y  

Έχουμε λοιπόν 

   
     

   

2 2 2 2

1 1 2

2 22 2 2 2

1 2

α ΟΑ ΟΑ Α Α

ΟΑ ΟΑ x y x y

  

     

 
2

1
A A

          

 

Επομένως, 

2 2α x y .   

 

Παράδειγμα 

Αν  α 4, 3  , τότε  
22α 4 3 25 5.      

 

 

 

Απόσταση δύο σημείων 

 

Πρόταση 
 

Η απόσταση των σημείων  1 1Α x , y  και  2 2Β x , y  είναι 

     
2 2

2 1 2 1ΑΒ x x y y    . 

 

     

   

2 2 2 2

1 1 2

2 22 2 2 2

1 2

α ΟΑ ΟΑ Α Α

ΟΑ ΟΑ x y x y

  

       Α x,y

y

xO

2Α

1Α

α

α
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Απόδειξη 
 

Η απόσταση των σημείων Α και Β είναι ίση με το 

μέτρο του διανύσματος ΑΒ.  Όμως, 

    2 1 2 1ΑΒ x x , y y   . 

Επομένως, 

         
2 2

2 1 2 1ΑΒ ΑΒ x x y y .      

   
 

Παράδειγμα 

Αν  Α 2,1  και  Β 10, 6 , τότε 

     
2 2 2 2ΑΒ 10 2 6 1 12 5 13.        

  

 

2η Συνθήκη Παραλληλίας Διανυσμάτων 
 

Ορισμός 
 

Ονομάζουμε ορίζουσα των διανυσμάτων    1 1 2 2
α x ,y και β x , y  και   (με τη σειρά 

που δίνονται) και τη συμβολίζουμε με  det α, β  την ορίζουσα  

1 1

2 2

x y

x y
 

που έχει 1η γραμμή τις συντεταγμένες του α  και 2η γραμμή τις συντεταγμένες του β .  

Δηλαδή, 

  1 1
1 2 1 2

2 2

x y
det α,β x y y x

x y
   . 

 
 

 

Πρόταση 

Είναι έγκυρη η ισοδυναμία 

 α//β det α,β 0  . 

Παράδειγμα 

 Τα διανύσματα  α 2, 1    και   β 2, 2   είναι παράλληλα διότι 

 
2 1

det α,β 2 2 0
2 2


   


. 

   1 1 2 2
α x ,y και β x , y 

y

xO

 1 1Α x , y

 2 2B x , y
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y

xO

φ

 Τα διανύσματα ( )α 3,5=
   και  ( )β 4,7=



 δεν είναι παράλληλα διότι 

( ) 3 5
det α,β 21 20 1 0.

4 7
= = − = ≠





 

 
 
Συντελεστής Διεύθυνσης Διανύσματος 
 
 

Ορισμός 
 
 

Έστω ( )α x, y=
  ένα μη μηδενικό διάνυσμα και Α το 

σημείο του επιπέδου για το οποίο ισχύει ΟΑ α.=


  
Ονομάζουμε γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα α

  
με τον άξονα x x′ , τη γωνία φ που διαγράφει ο 
ημιάξονας Ox αν στραφεί γύρω από το Ο κατά 
θετική φορά μέχρι να συμπέσει με την ημιευθεία ΟΑ. 
 
 
 

• Με βάση τον ορισμό ισχύει 
0 φ 2π.≤ <  

• Από την Τριγωνομετρία γνωρίζουμε ότι αν το διάνυσμα α
 ( )x, y=  δεν είναι 

παράλληλο στον άξονα y y′ , δηλαδή αν είναι x 0,≠  τότε ισχύει 
yεφφ .
x

=  

 
 

Ορισμός 
 
Έστω διάνυσμα ( )α x, y=

  με x 0≠ , το οποίο σχηματίζει γωνία φ με τον άξονα x x′ . 

Ονομάζουμε συντελεστή διεύθυνσης του α
  και συμβολίζουμε με αλ   το πηλίκο y

x
 

της τεταγμένης προς την τετμημένη του α.
  Δηλαδή, 
yλ εφφ
x

= = . 

 

α


( )Α x, y
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• Αν ( )α x, y=


 με x 0= , τότε δεν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης του α
  και το 

διάνυσμα α
  είναι παράλληλο στον άξονα των x. 

• Aν ( )α x, y=


 με y 0=  και  x 0≠ , τότε λ 0=  και το διάνυσμα α
  είναι 

παράλληλο στον άξονα των y. 
  

 

3η Συνθήκη Παραλληλίας Διανυσμάτων 

 

Πρόταση 

Αν α και β


  είναι δύο διανύσματα με συντελεστές διεύθυνσης 1λ  και 2λ , ισχύει η 
ισοδυναμία 

1 2α//β λ λ⇔ =


 . 
 

 
Απόδειξη 
Έστω ( )1 1α x , y=

  και ( )2 2β x , y .=


 Οπότε,  

1 2
1 2

1 2

y yλ και λ .
x x

= =  

Έχουμε 

( ) 1 1

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2
1 2

1 2

x y
α//β det α,β 0 0

x y
x y y x 0 x y y x
y y λ λ .
x x

⇔ = ⇔ =

⇔ − = ⇔ =

⇔ = ⇔ =

 

 

 
 
Παράδειγμα 
Τα διανύσματα ( )α 1,3= −



 και ( )β 2, 6= −


 είναι παράλληλα διότι έχουν αντίστοιχους 
συντελεστές διεύθυνσης 

1

3λ 3
1

= = −
−

     και    2

6λ 3
2
−

= = − . 

Οπότε, 

1 2λ λ .=  
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Λυμένες Ασκήσεις 
 
 

16. Έστω Οxy  καρτεσιανό επίπεδο, με μοναδιαία διανύσματα  i


  και   
j


.  Να βρείτε τους  x, y∈  έτσι, ώστε τα διανύσματα 
α 2i xj= +

      και        ( )β 1 x i 2yj= − +
 

 

 να είναι: 
 i) ίσα 
 ii) αντίθετα. 

 
Λύση 
 

i) Γνωρίζουμε ότι δύο διανύσματα είναι 
ίσα αν και μόνο αν οι αντίστοιχες 
συντεταγμένες τους είναι ίσες.  
Επομένως,  

α β=


  

 αν και μόνο αν ισχύουν οι σχέσεις 
2 1 x= −       και      x 2y.=  

 Δηλαδή, 

     x 1= −      και     1y .
2

= −  

 
ii) Έχουμε 

( )β x 1 i 2yj− = − −
  

. 

 Άρα, 

α β= −


  

 αν και μόνο αν ισχύουν οι σχέσεις 

2 x 1= −         και       x 2y.= −  

 Δηλαδή, 

     x 3=         και       3y .
2

= −  

Σημείωση 
Κάθε  διάνυσμα δ



 του επιπέδου 
γράφεται ως γραμμικός συνδυα-
σμός των διανυσμάτων i



 και j


 
κατά μοναδικό τρόπο. Δηλαδή, 
υπάρχει μοναδικό ζεύγος αριθμών 
( )x, y  τέτοιο, ώστε 

δ x i yj.= +
  

 
Οι αριθμοί x και y ονομάζονται 
συντεταγμένες του διανύσματος δ



. 

Β 

Α Ο 

y 

x 

δ


i


j
 δ



Μ 
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17. Δίνονται τα διανύσματα   
( )α 2, 1=

      και     ( )β 3, 4 .= −


 
 Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων: 
 i) u α β= +

      
 ii) v 5α β= −

  
 iii) w 4α 2β.= +

  
 

 
Λύση 
 
Έχουμε 
 
i)     u  α β= +



  
   ( ) ( )2,1 3, 4= + −  
   ( )2 3, 1 4= − +  
   ( )1, 5 .= −  

 
ii)     v  5α β= −



  
   ( ) ( )5 2,1 3, 4= − −  
   ( ) ( )10, 5 3, 4= − −  
   ( )10 3, 5 4= + −  
   ( )13,1 .=  

 
iii)    w  4α 2β= +



  
   ( ) ( )4 2,1 2 3, 4= + −  
   ( ) ( )8, 4 6, 8= + −  
   ( )8 6, 4 8= − +  
   ( )2,12 .=  
 
 

Σημείωση 
Aν   

( )1 1α x , y=
   και  ( )2 2β x , y ,=



  

τότε έχουμε: 

 ( )1 2 1 2α β x x , y y+ = + +


  

  ( )1 1λα λx , λy=
   

 για κάθε λ .∈  

Γενικότερα 

( ) ( )1 1 2 2λα μβ λx , λy μx , μy+ = +


  

             ( )1 2 1 2λx μx , λy μy= + +  

για κάθε λ,μ .∈  
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18. Δίνονται τα διανύσματα  
( )u 1, 5= −

     και      ( )v 3, 2=
 . 

 Αν Ο είναι η αρχή των αξόνων και Α, Β δύο σημεία τέτοια, ώστε 
OA u v= +
        και     OΒ u 3v,= +

     
 να βρείτε: 
 i) τις συντεταγμένες των σημείων Α και Β  
 ii) τις συντεταγμένες του μέσου του τμήματος ΑΒ. 
 
Λύση 
 
i) Έστω  ( )1 1Α x , y    και   ( )2 2Β x , y .  
 Έχουμε              

ΟΑ u v= +


   
 δηλαδή 

( ) ( ) ( ) ( )1 1x , y 1, 5 3, 2 2, 7= − + =  

 Επομένως, 
( )Α 2, 7 .  

 Επίσης, 
ΟΒ u 3v= +


   
 δηλαδή 

( ) ( ) ( ) ( )2 2x , y 1, 5 3 3, 2 8,11= − + = . 
 Επομένως,           

( )Β 8,11 .  
 

ii) Έχουμε   
( )Α 2, 7   και    ( )Β 8,11 .  

 Οπότε, αν ( )Μ x, y  είναι το μέσο του 

τμήματος ΑΒ, ισχύουν οι σχέσεις 

 2 8x 5
2
+

= =      και      7 11y 9.
2
+

= =  

 Άρα,   
( )Μ 5, 9 .  

 
 

Σημείωση 
Οι συντεταγμένες ενός σημείου Μ 
συμπίπτουν με τις συντεταγμένες 
της διανυσματικής του ακτίνας OM.



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Σημείωση 
Aν ( )1 1Α x , y  και  ( )2 2Β x , y  τότε 
για το μέσο ( )Μ x, y  του τμήματος 
ΑΒ ισχύουν oι σχέσεις 

1 2x xx
2
+

=  και  1 2y yy .
2
+

=  

 

y 

   O                       x 

( )Μ x, y

y 

   O             x              

( )1 1Α x , y

( )2 2Β x , y
( )Μ x, y
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19. Δίνεται το σημείο  ( )Α 4, 3   και  το διάνυσμα   

( )ΑΒ 1, 2=


. 
 Να  βρείτε: 
 i) τις συντεταγμένες του σημείου Β 
 ii) τις συντεταγμένες διανύσματος  

u OA 2BA,= +
   

  όπου Ο η αρχή των αξόνων 
 iii) το μέτρο του διανύσματος u . 
 
 
Λύση 
 

i) Έχουμε  ( )Α 4, 3  και έστω ( )Β x, y .  
 Η σχέση   

( )ΑΒ 1, 2=


 
 ισοδύναμα γράφεται 

( ) ( )x 4, y 3 1, 2− − = . 
 Δηλαδή, 

x 4 1− =    και    y 3 2− = . 
 Τελικά  

 x 5=     και     y 5= . 
 Άρα, 

( )Β 5, 5 .  
 

ii) Έχουμε 
( )ΟΑ 4, 3=



 
 και 

( )ΒΑ 1, 2 .= − −


 
 Επομένως, 
                      u  ΟΑ 2ΒΑ= +

 

 
 
 
iii) Είναι 
                      u  ( )2, 1= − . 
 Άρα, 

                     u  ( )222 1 5.= + − =
 

 
 

( )2, 1 .= −

Σημείωση 
Αν    

( )1 1Α x , y   και   ( )2 2Β x , y , 
τότε 

( )2 1 2 1ΑΒ x x , y y .= − −


 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σημείωση 
Αν  

( )α x, y=
  

τότε 
2 2α x y .= +



 
 
 

( )1 1Α x , y

( )2 2Β x , yy 

   O                        x 
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20. Τα σημεία  
( ) ( )Α 2, 1 , Β 3, 4−   και  ( )Γ 0, 5−  

  είναι οι τρεις κορυφές ενός παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ.  Να βρείτε: 
 i) τις συντεταγμένες της κορυφής Δ     
 ii) τα μήκη των διαγωνίων του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ. 
 
Λύση 
 
i) Έστω ( )Δ x, y . Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι πα-

ραλληλόγραμμο αν και μόνο αν ισχύει η σχέση 
ΑΔ ΒΓ.=
 

 
 Δηλαδή, 

( ) ( )x 2, y 1 0 3, 5 4− − = − − +  

 ή ισοδύναμα 
x 2 3− = −      και     y 1 1− = − , 

 και τελικά 
                        x 1= −      και     y 0.=  

 Άρα, 
( )Δ 1, 0 .−  

 
ii)  Έχουμε 

( )Α 2,1    και    ( )Γ 0, 5 .−  

 Άρα, 

( ) ( ) ( )2 2ΑΓ 0 2 5 1 40.= − + − − =  

 Επίσης, 
( )Β 3, 4−    και    ( )Δ 1, 0− . 

 Επομένως, 

( ) ( ) ( )2 2ΒΔ 1 3 0 4 32 4 2.= − − + + = =  

Σημείωση 

Η απόσταση των σημείων 

( )1 1Α x , y    και    ( )2 2Β x , y  

είναι  

( ) ( ) ( )2 2
2 1 2 1ΑΒ x x y y= − + − . 

Α                            Β 

Δ                           Γ 
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21. Δίνεται το διάνυσμα  

( )u 4, 3= −
 . 

 i) Να βρείτε το διάνυσμα ν  το οποίο είναι αντίρροπο του 
διανύσματος  u   και έχει μέτρο ίσο με 10. 

 ii) Nα παραστήσετε γραφικά τα διανύσματα u  και ν . 
    

Λύση 
 
i) α΄ τρόπος: 

 Έχουμε    
ν u↑↓
    και  u 0.≠



  
 Άρα, υπάρχει  λ 0<   τέτοιος, ώστε 

( ) ( )ν λu λ 4, 3 4λ, 3λ .= = − = −
   

 Όμως,  
ν 10.=
  

 Δηλαδή,    

    ( ) ( )2 24λ 3λ 10+ − =  
2 225λ 100 λ 4.⇔ = ⇔ =  

 Και επειδή   
λ 0<  

 συμπεραίνουμε ότι   
λ 2.= −  

 Επομένως, 
( )ν 8, 6 .= −

  
 

 β΄ τρόπος: 

 Έστω  
( )ν x, y .=

  
 Το διάνυσμα ν

  είναι αντίρροπο και συνεπώς 
παράλληλο του  διανύσματος u.  

 Άρα, ισχύει η σχέση 

( )det u, ν 0.=
  

 Δηλαδή, 
4 3

0.
x y

−
=  

Σημείωση 
Έστω α, β



  δύο διανύσματα με  

β 0.≠
 

 
Ισχύουν οι ισοδυναμίες: 
• α // β α λβ⇔ =

 

   
 για κάποιον λ∈  
 α β α λβ↑↑ ⇔ =

 

   
 για κάποιον λ 0>  
 α β α λβ↑↓ ⇔ =

 

   
 για κάποιον λ 0< . 
 
 
 
 

 
 
 
 
Σημείωση 
Δύο διανύσματα  

( )1 1α x , y=
  και    ( )2 2β x , y=



 
είναι παράλληλα αν και μόνο αν 
ισχύει η σχέση 

( )det α, β 0=




. 

Δηλαδή, 
1 1

2 2

x y
0.

x y
=  
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 ή ισοδύναμα   
   4y 3x 0+ =   (1) 
 Επίσης,  

ν 10=
  

 Δηλαδή,  
2 2x y 10+ =  

 και τελικά   

   2 2x y 100+ =   (2) 
 Από τις σχέσεις   (1)   και   (2)   βρίσκουμε 

( ) ( )x, y 8, 6 2u= − =
    

 ή  
( ) ( )x, y 8, 6 2u.= − = −

  

 Και επειδή  
ν u↑↓
   

 συμπεραίνουμε ότι  
( )ν 8, 6 .= −

  
 
ii) Έχουμε 

( )u 4, 3= −
    

 και  

( )ν 8,6= −
 . 

 Οπότε, αν θεωρήσουμε τα σημεία 

( )Α 4, 3−    και   ( )Β 8,6−  

  τότε ισχύουν 

  u ΟΑ=


   και   ν ΟΒ=


  

 όπου Ο η αρχή των αξόνων. 

Σχόλιο 
Υπάρχουν άπειροι τρόποι για να παρα-
στήσουμε γραφικά ένα διάνυσμα 

( )α x, y .=
  

Ο πιο απλός είναι να θεωρήσουμε το 
σημείο ( )A x, y  οπότε α OA=





.  

( )Α 4, 3−

( )Β 8, 6−

v

u

y

xO
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22. Δίνονται τα σημεία   
( )Α 7, 5− −   και   ( )Β 3, 0 . 

 i) Να βρείτε το σημείο Μ για το οποίο ισχύει η σχέση 
ΑΜ 4ΜΒ.=
 

 
 ii) Nα υπολογίσετε το μέτρο του διανύσματος  

δ 7ΟΒ 12ΟΜ,= −
  

 
  όπου Ο η αρχή των αξόνων. 
 
 

Λύση 
 
i) Έστω ( )Μ x, y .  
 Οπότε,            

( )ΑΜ x 7, y 5= + +


 
 και                 

( )ΜΒ 3 x, 0 y .= − −


 
 Επομένως, η σχέση 
                      ΑΜ 4ΜΒ=

 

 
 γράφεται 

( ) ( )x 7, y 5 4 3 x, y+ + = − −  
 ή ισοδύναμα,                                     

( ) ( )x 7, y 5 12 4x, 4y .+ + = − −  
 Δηλαδή, 

x 7 12 4x 5x 5 x 1
.

y 5 4y 5y 5 y 1
+ = − = =  

⇔ ⇔  + = − = − = −  
 

 Άρα, ( )Μ 1, 1 .−  
 

ii) Έχουμε 
( ) ( )ΟΒ 3 0, 0 0 3,0= − − =



 
 και                                   

    ( ) ( )ΟΜ 1 0, 1 0 1, 1 .= − − − = −


 
 Επομένως, 

δ


( ) ( )7ΟΒ 12ΟΜ 7 3,0 12 1, 1= − = ⋅ − ⋅ −
 

 
                     ( ) ( ) ( )21,0 12, 12 9,12 .= − − =  
 Άρα,  

                                      
2 2δ 9 12 225 15.



= + = =
 

 
 

Σχόλιο 
Εύρεση ενός σημείου Μ ση-
μαίνει εύρεση των συντεταγ-
μένων του ( )x, y .  

( )A 7, 5− −

y

x

( )B 3, 0

( )M x, y

O
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23. Δίνεται το διάνυσμα   

( )2α λ λ, λ 2 ,= − −
   λ∈. 

 i) Να αποδείξετε ότι   

α 0≠


    για κάθε  λ∈ . 
 ii) Να βρείτε την τιμή του λ∈  για την οποία ισχύει: 
  α) α / /x x′

  

  β) α / /y y′
   και   α 2.=



 

 iii) Για λ 3,=  να παραστήσετε γραφικά το διάνυσμα α
  παίρνοντας 

ως αρχή του το σημείο ( )Α 1,2 .  
 
Λύση 
 

i) Aς υποθέσουμε (απαγωγή σε άτοπο) ότι υπάρχει λ∈ τέτοιο, ώστε  
α 0.=



  
 Δηλαδή, 

( ) ( )2λ λ, λ 2 0, 0− − =  

 ή ισοδύναμα 
2λ λ 0− = λ 0 ή λ 1⇔ = =  

 και 
λ 2 0 λ 2.− = ⇔ =  

 που είναι αδύνατον. 
 Άρα,   

α 0≠


  για κάθε  λ∈ . 

 

ii) α) Έχουμε 

α // x x.′
  

  Δηλαδή, 

λ 2 0 λ 2.− = ⇔ =  

Σημείωση 
Έστω ( )α x, y .=

  
Ισχύουν οι ισοδυναμίες: 
 α // x x y 0.′ ⇔ =

  
 α // y y x 0.′ ⇔ =
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 β) Έχουμε  
α // y y′
  

  Δηλαδή, 
2λ λ 0 λ 0   ή   λ 1.− = ⇔ = =  

  • Αν λ 0,=  τότε   
( )α 0, 2= −

  

   και συνεπώς  

( )22α 0 2 2.= + − =


 

  • Αν λ 1,=  τότε   
( )α 0, 1= −

  

   και συνεπώς  

( )22α 0 1 1.= + − =


 

  Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι  
α // y y′
      και       α 2=

  

  αν και μόνο αν   λ 0.=  
 
iii) Για λ 3=  έχουμε 

      ( )2α 3 3, 3 2= − −


( )6,1 .=  

 Είναι φανερό ότι αρκεί να βρούμε το σημείο 
( )Β x, y  για το οποίο ισχύει 

AB α.=


  

 Δηλαδή, 
            ( ) ( )x 1, y 2 6,1− − =  

   
x 1 6
y 2 1
− =

⇔  − =
 

   
x 7
y 3.
=

⇔  =
 

 Επομένως, ( )B 7,3 .      

Σχόλιο 
Η επίλυση του προβλήματος 
ανάγεται στην εύρεση του 
πέρατος του διανύσματος α

  
αφού η αρχή του είναι γνω-
στή. 

( )A 1, 2

y

x

( )B x, yα


O
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24. Δίνονται τα σημεία  
( )Α 0, 3 , ( )Β 0, 1  και  ( )Γ 1, 4 . 

 i) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ αποτελούν κορυφές 
τριγώνου. 

 ii) Να βρείτε τις συντεταγμένες του κέντρου Κ του περιγε-
γραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ. 

 
 

Λύση 
 
i) Έχουμε  

   ( )ΑΒ 0, 2= −


 
 και 

( )ΑΓ 1,1 .=


 
 Επομένως, 

    ( ) 0 2
det AB, AΓ 0 2 2 0.

1 1
−

= = + = ≠
 

 

 Άρα, τα διανύσματα ΑΒ


 και ΑΓ


 δεν 
είναι παράλληλα και συνεπώς τα σημεία 
Α, Β, Γ δεν είναι  συνευθειακά. Δηλαδή, 
τα σημεία Α, Β, Γ αποτελούν κορυφές 
τριγώνου. 

  
ii) Έστω  ( )Κ x, y .   Έχουμε 

( ) ( ) ( )ΚΑ ΚΒ ΚΓ .= =  
 Δηλαδή, 

( ) ( )
( ) ( )
ΚΑ ΚΒ
ΚΒ ΚΓ

=
 =

 

 ή ισοδύναμα 

          
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

x 0 y 3 x 0 y 1

x 0 y 1 x 1 y 4

 − + − = − + −

 − + − = − + −

 

    
2 2 2 2

2 2 2 2

x y 6y 9 x y 2y 1 4y 8 y 2
2x 6y 16 x 2.x y 2y 1 x 2x 1 y 8y 16

 + − + = + − + − = − = ⇔ ⇔ ⇔  + = =+ − + = − + + − +  
 

 Επομένως, ( )Κ 2, 2 .  

Σημείωση 
Τρία σημεία αποτελούν κορυφές 
τριγώνου αν και μόνο αν δεν 
είναι συνευθειακά.  

Σημείωση 
Το κέντρο του περιγεγραμ-
μένου κύκλου ενός τριγώνου 
απέχει από κάθε κορυφή του 
απόσταση ίση με την ακτίνα 
του κύκλου. 

Α 

Β 
Κ 

Γ 

Παρατήρηση 
Ένας πιο απλός τρόπος είναι να 
παρατηρήσουμε ότι τα σημεία Α 
και Β ανήκουν στον άξονα y y′ , 
κάτι που δεν ισχύει για το σημείο Γ. 
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25. Δίνονται τα διανύσματα  
( )α 0, 2= −

    και   ( )β 1, 4 .=


 
 i) Να αποδείξετε ότι τα  διανύσματα  α, β

  είναι μη συγγραμμικά. 
 ii) Να εκφράσετε το διάνυσμα   

( )u 7, 4=
  

  ως γραμμικό συνδυασμό των διανυσμάτων α  και β


. 
 

 

Λύση 
 
i) Έχουμε 

( ) 0 2
det α, β 0 2 2 0.

1 4
−

= = + = ≠




 

 Άρα, τα διανύσματα  α, β


   δεν είναι συγγραμμικά. 

 
 
ii) Aναζητούμε  κ, λ∈   τέτοιους, ώστε να ισχύει  

η σχέση 
u κα λβ.= +



  

 Δηλαδή, 
 ( ) ( ) ( )7, 4 κ 0, 2 λ 1, 4= − +  

    ( ) ( ) ( )7, 4 0, 2κ λ, 4λ⇔ = − +  
    ( ) ( )7, 4 λ, 2κ 4λ .⇔ = − +  

 Έχουμε λοιπόν 
          λ 7=     και     2κ 4λ 4.− + =  

 Τελικά 
λ 7=     και     κ 12.=  

 Επομένως, 
u 12α 7β.= +



  

 
 

 

 
 
 

 

 
Σημείωση 
Ονομάζουμε γραμμικό συν-
δυασμό δύο διανυσμάτων 
α
  και β



 κάθε διάνυσμα  
της μορφής  

κα λβ,+


   με  κ,λ .∈  
Αρκεί λοιπόν να γράψουμε 
το διάνυμα u  στην παρα-
πάνω μορφή. 
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26.  Δίνονται τα διανύσματα 

( )α 1, x=
    και   ( )2β 6 x, 9 y= − +


 

 τα οποία είναι μεταξύ τους παράλληλα. 
 i) Να βρείτε τις τιμές των x, y .∈      
 ii) Να αποδείξετε ότι  α β.↑↑

  
 
 

Λύση 
 

i)  Έχουμε 
α // β.


  
 Δηλαδή, 
              ( )det α, β 0=





 

 2

1 x
0

6 x 9 y
⇔ =

− +
 

 ( )29 y x 6 x 0⇔ + − − =  

 2 29 y 6x x 0⇔ + − + =  

 ( )2 2x 6x 9 y 0⇔ − + + =  

 ( )2 2x 3 y 0.⇔ − + =  
  Όμως,  

( )2x 3 0− ≥     και     2y 0≥  
  Επομένως, η σχέση  

( )2 2x 3 y 0− + =  
   ισχύει ακριβώς τότε, όταν 

x 3 0− =      και     y 0.=  
  Άρα,            x 3=      και     y 0.=  
  

ii)  Aποδείξαμε ότι           x 3=      και     y 0.=  
  Επομένως 

       ( )α 1, 3=
     και    ( )β 3, 9 .=



 
  Παρατηρούμε ότι 

( )β 3 1, 3 3α.= =


  
  Και επειδή 3 0>   συμπεραίνουμε ότι 

α β.↑↑


  

Σημείωση 
Η ισότητα 

2 2Α Β 0+ =  
ισχύει αν και μόνο 
αν  

Α 0=  και Β 0.=  
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27. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ( ) ( ) ( )Α 4,4 , Β 0,1 , Γ 4,0  και η εσωτερική 
διχοτόμος του ΑΔ.   

 i) Nα αποδείξετε ότι  5ΒΔ ΔΓ .
4

=
 

 

 ii) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Δ. 
 
 
 

Λύση 
 

i)  Σύμφωνα με το θεώρημα εσωτερικής διχοτό-
μου έχουμε 

 
( )
( )

( )
( )

2 2

2 2

ΒΔ ΑΒ 4 3 5 .
ΔΓ ΑΓ 40 4

+
= = =

+
 

 Επομένως,    ( ) ( )5ΒΔ ΔΓ
4

=  

 δηλαδή          5ΒΔ ΔΓ
4

=
 

. 
 

ii) Mε βάση το ερώτημα i) έχουμε 

   5ΒΔ ΔΓ
4

=
 

 (1) 

 Επίσης, ΒΔ ΔΓ↑↑
 

 και συνεπώς 

   5ΒΔ ΔΓ
4

↑↑
 

 (2)  

 Από τις σχέσεις (1) και (2) συμπεραίνουμε ότι  
5ΒΔ ΔΓ.
4

=
 

 

 Οπότε, αν ( )1 1Δ x , y  η τελευταία ισότητα 
γράφεται  

 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1
1 1 1

1 1 1
1

5x 0, y 1 4 x ,0 y
4

4 x , y 1 5 4 x , y

4x , 4y 4 20 5x , 5y

20x4x 20 5x 9x 20 9
4y 4 5y 9y 4 4y

9

− − = − −

⇔ − = − −

⇔ − = − −

 == − =  ⇔ ⇔ ⇔  − = − =   =


 

 Δηλαδή,  
20 4Δ , .
9 9

 
 
 

 

Σχόλιο 
Η παρατήρηση ότι η ζητούμενη 

σχέση γράφεται ( ) ( )5ΒΔ ΔΓ
4

=  

ή ισοδύναμα ( )
( )
ΒΔ 5
ΔΓ 4

=  οδηγεί 

τη σκέψη μας στο θεώρημα 
εσωτερικής διχοτόμου, σύμφωνα 
με το οποίο ισχύει 

( )
( )

( )
( )

ΒΔ ΑΒ
.

ΔΓ ΑΓ
=  

 
 
 

Παρατήρηση 

Τα διανύσματα 5ΒΔ και ΔΓ
4

 

 

έχουν ίσα μέτρα και είναι 
ομόρροπα. Επομένως, είναι ίσα. 

Α(4,4)

( )Β 0,1
Δ ( )Γ 4.0



70                                                 Μαθηματικά Β΄ Λυκείου 
 

 
 
 

 

 

28.   Να αποδείξετε ότι για κάθε  x, y∈   ισχύει η σχέση 

( ) ( )2 22 2x y 3 x 4 y 5.+ + − + − ≥  
 

 
Λύση 
 
Θεωρούμε τα διανύσματα  

( )α x, y=


   και     ( )β 3 x, 4 y .= − −


 

Έχουμε 
2 2α x y= +

  

και 

( ) ( )2 2β 3 x 4 y= − + −


 

Οπότε 

( ) ( )2 22 2x y 3 x 4 y α β .+ + − + − = +


  

Eπίσης, σύμφωνα με την τριγωνική ανισότητα   
ισχύει η σχέση 

α β α β .+ ≥ +
 

   

Επομένως, 

  ( ) ( )2 22 2x y 3 x 4 y α β+ + − + − ≥ +


 (1) 

Όμως, 

( ) ( ) ( )α β x, y 3 x, 4 y 3, 4+ = + − − =


  

και συνεπώς 
2 2α β 3 4 5+ = + =



 . 

Άρα, η σχέση (1) γράφεται 

( ) ( )2 22 2x y 3 x 4 y 5.+ + − + − ≥  

Παρατήρηση 
Κάθε παράσταση της μορφής  

2 2x y+  
είναι το μέτρο του διανύσματος 

( )α x, y .=
  

Επομένως, το πρώτο μέλος της 
ζητούμενης σχέσης είναι το 
άθροισμα των μέτρων των 
διανυσμάτων  

( )α x, y=
  

και 
( )β 3 x, 4 y .= − −
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29. Δίνεται το διάνυσμα  
( )α 3, 1 .=

  

 i) Να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης του διανύσματος  
 ii) Να σχεδιάσετε στο καρτεσιανό επίπεδο το διάνυσμα ΟΑ α=

 
 και 

να βρείτε τη γωνία φ που σχηματίζει το διάνυσμα α  με τον άξονα 
x x.′  

 
Λύση 
 

i) Έχουμε  

( )α 3,1=


. 

 Παρατηρούμε ότι η τετμημένη του 
διανύσματος α

  είναι 3 0≠ . 
 Άρα, το διάνυσμα α

  έχει συντελεστή 
διεύθυνσης 

1 3λ .
33

= =  
 

ii) To διάνυσμα OA α=


  και το σημείο Α έχουν τις 
ίδιες συντεταγμένες και συνεπώς  

( )Α 3,1 .  

 Αποδείξαμε ότι το διάνυσμα α
  έχει συντελεστή 

διεύθυνσης 
3λ .

3
=  

 Επομένως, 

       
3εφφ

3
= πεφφ εφ

6
⇔ =  πφ κπ , κ .

6
⇔ = + ∈  

 Και επειδή 0 φ 2π≤ <  συμπεραίνουμε ότι 

π π 7πφ ή φ π .
6 6 6

= = + =  

 Όμως,  α ΟΑ=




  και το σημείο Α βρίσκεται στο α΄ τεταρτημόριο.  Επομένως,  
π0 φ
2

< <  

 και συνεπώς     
      πφ .

6
=

 
  

α

Σημείωση 
Αν ( )α x, y=

   με x 0≠  ένα μη 

μηδενικό διάνυσμα του επιπέδου, 
τότε ορίζουμε ως συντελεστή 
διεύθυνσης του α

 , τον αριθμό 
yλ .
x

=  

 

 O                x 
φ α



( )Α 3,1y 

Σημείωση 
Αν ένα διάνυσμα έχει 
συντελεστή διεύθυνσης 
λ και σχηματίζει με τον 
άξονα x x′  γωνία φ, τότε 
ισχύει λ εφφ.=  

 
 

•
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  30. Να βρείτε τη γωνία φ που σχηματίζει το διάνυσμα 

( )α κ, κ , κ 0= − ≠


 
 με τον άξονα x x,′  για τις διάφορες τιμές του κ * .∈  
 
Λύση 
 
 

 Έχουμε κ 0,≠  οπότε ορίζεται ο συντε-
λεστής του διανύσματος ( )α κ, κ= −



 
και είναι  

y κλ 1
x κ

−
= = = −  

 για κάθε κ ∗∈ . 
 
 Έχουμε        

               

εφφ λ εφφ 1
πεφφ εφ
4

πεφφ εφ
4

πφ κπ , κ .
4

= ⇔ = −

⇔ = −

 ⇔ = − 
 

⇔ = − ∈

 

 Και επειδή [ )φ 0, 2π∈  συμπεραίνουμε 
ότι 

 π 3πφ π
4 4

= − =  

 ή 

 π 7πφ 2π .
4 4

= − =  
 

 Το διάνυσμα ( )ΟΑ α κ, κ= = −
 

 έχει τις 
ίδιες συντεταγμένες με το σημείο 
( )Α κ, κ .−  Επομένως 

  Αν κ 0> , τότε το σημείο 
( )Α κ, κ−  βρίσκεται στο δ΄ τεταρ-

τημόριο του καρτεσιανού επιπέδου 
και συνεπώς 

              7πφ .
4

=  

Μεθοδολογία 
Για να βρούμε τη γωνία φ που 
σχηματίζει ένα διάνυσμα 

, x 0≠  

με τον άξονα x x′ , εργαζόμαστε ως 
εξής:  
 Βρίσκουμε τον συντελεστή 

διεύθυνσης  

  

 του διανύσματος α.


 
 Από την εξίσωση 

εφφ λ=  
 βρίσκουμε δύο τιμές 1 2φ ,φ  

της γωνίας [ )φ 0, 2π .∈  

 Σχεδιάζουμε στο καρτεσιανό 
επίπεδο το διάνυσμα 

ΟΑ α,=




 
 όπου Ο η αρχή των αξόνων 

και διαπιστώνουμε ποια από 
τις τιμές 1 2φ , φ  είναι η ζητού-
μενη γωνία φ. 

 

( )α x, y=


yλ
x

=

y 

x 
O 

( )Α κ, κ−

φ 
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  Αν κ 0< , τότε το σημείο ( )Α κ, κ−  
βρίσκεται στο β΄ τεταρτημόριο του 
καρτεσιανού επιπέδου και συνεπώς 

                    3πφ .
4

=  

 
 
31. Δίνεται το διάνυσμα  

( )2α 3μ, μ μ 3= + −


 

 όπου μ κάποιος πραγματικός αριθμός. 
 i) Να βρείτε τις τιμές του μ για τις οποίες το διάνυσμα α  έχει 

συντελεστή διεύθυνσης  λ 3.=       
 ii) Για τις τιμές του μ που βρήκατε στο ερώτημα i) να παραστήσετε 

το διάνυσμα α  στο καρτεσιανό επίπεδο. 
 iii) Να βρείτε την τιμή του μ για την οποία το διάνυσμα α  

σχηματίζει με τον άξονα x x′  γωνία  
πφ
3

= . 

 
 

Λύση 
 

i)  Έχουμε   
λ 3.=  

  Δηλαδή,  

   
2μ μ 3 3

3μ
+ −

=  

      ( )22μ μ 3 3 μ⇔ + − =    και    μ 0.≠  

                               2μ 2μ 3 0⇔ − − =    και   μ 0.≠  
                               μ 1⇔ = −    ή   μ 3.=  
 
ii)   Για μ 1= −  έχουμε   

( )α 3, 3= − −


 

   και συνεπώς   
α ΟΑ=



 , 
   όπου ( )Α 3, 3 .− −  

y 

x 
O 

( )Α 3, 3− −

y 

x O 

( )Α κ, κ−

φ 
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   Για  μ 3=  έχουμε   

( )α 3 3, 9=


 

   και συνεπώς  
α ΟΑ=



 , 
   όπου  ( )Α 3 3, 9 .  

 

iii) Έχουμε πφ
3

= . Άρα,  

πεφφ εφ 3.
3

= =  

Δηλαδή,  λ 3=  ή ισοδύναμα  μ 1= −     ή     μ 3= , σύμφωνα με το ερώτημα i).  

Όμως, από το ερώτημα ii) προκύπτει ότι για  μ 1= −  είναι  3ππ φ
2

< <
 
ενώ για  

μ 3=    είναι    π0 φ .
2

< <  

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι    

πφ
3

=
    

αν και μόνο αν     μ 3= . 

 
 
 

Προτεινόμενες Ασκήσεις 
 
 
 
52. Να βρείτε τις αποστάσεις των παρακάτω σημείων από τους άξονες x x′  και y y :′   

( )Α 2, 5 ,   ( )Β 4, 3 ,−  ( )Γ 1, 2−   και    ( )Δ α, β 2− . 
 

 
53. Έστω Oxy  καρτεσιανό επίπεδο με μοναδιαία διανύσματα  i



 και  j


. 

 Να βρείτε τους  x, y∈  έτσι,  ώστε τα  διανύσματα 

( )α x 1 i 4j= − +
  

     και      ( )β 3 x i y j= − +
  

 

 να είναι ίσα μεταξύ τους. 

 

y 

x O 

( )Α 3 3, 9
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54. Δίνεται το διάνυσμα  
( )2 2α μ μ, μ 4μ 3 ,   μ .= − − + ∈



  

 Να βρείτε τις τιμές του μ για τις οποίες είναι: 

 i) α 0=


      ii) α 0≠


     και     α / /x x.′
  

 
55. Δίνονται τα διανύσματα 

( )α λ μ,1 2μ= − +
      και      ( )β μ 3, 2λ 3 .= − −



 

 Να βρείτε τους λ, μ ,∈   ώστε να είναι  α β.=


  
 
 
56. Δίνονται τα διανύσματα   

( )α 1, 3=
   και  ( )β 2, 4 .= −



 

 Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων: 

  i) u α β= +


      ii) v 2α β.= +


  

 

57. Δίνονται τα διανύσματα 

( )α 0, 2 ,=
  ( )β 4, 1= −



      και       ( )γ 4, 5 .= −
  

 Να βρείτε τους κ,λ ,∈  ώστε να ισχύει η σχέση κα λβ γ.+ =


 

 

 
58. Να βρείτε τους x, y∈  έτσι, ώστε για τα διανύσματα 

( )α x,1 ,=
  ( )β 2, 2= −



      και       ( )γ 0, y=
  

 να ισχύει η σχέση  2α 3β γ.− =


   

 
59. Έστω ( )Μ 2,3  το μέσο του τμήματος ΑΒ με ( )Α 3,2 . 

 Να βρείτε:  
 i) τις συντεταγμένες του σημείου Β 
 ii) τις συντεταγμένες του σημείου Κ για το οποίο ισχύει ΟΚ 3ΑΒ 2ΟΜ= −

  

, 
όπου Ο η αρχή των αξόνων. 
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60. Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με βάσεις τις ΑΒ και ΓΔ τέτοιο, ώστε ( ) ( )ΑΒ 2 ΓΔ .=  
Αν είναι ( ) ( )Α 1, 0 , Β 7, 2  και ( )Γ 4,5  να βρείτε τις συντεταγμένες του ση- 

μείου Δ. 
 

 

61. Δίνονται τα σημεία  

( ) ( )Α 1, 4 , Β 3, 2   και   ( )Γ 1, 5 .−  

 Αν Μ είναι το μέσο του ΑΒ, να βρείτε: 
 i) τις συντεταγμένες του σημείου Μ 
 ii) το σημείο Δ, ώστε το Μ να είναι το μέσον του ΓΔ. 
 

62. Να βρείτε τους x, y∈ , ώστε το σημείο ( )Μ 4, 5  να είναι το μέσο του 
τμήματος ΑΒ,  όπου  ( )Α x, 7   και  ( )Β 8, y .        

 

63. Το σημείο ( )Μ 3, 2  είναι το μέσο ενός ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ με 

( )1 1Α x , y ,  ( )2 2Β x , y   και  1 2x x .<   Αν  ΑΒ / /x x′


  και  1 2x , x   είναι  
ρίζες της εξίσωσης 

( )2x λ 1 x 5 0− + + =  

 όπου λ σταθερός πραγματικός αριθμός, να βρείτε:  
 i) την τιμή του λ 
 ii) τις συντεταγμένες των σημείων Α και Β. 
 
 

64. Δίνεται το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με   

( ) ( )Α 1,1 , Β 4, 2   και  ( )Γ 5, 3 .  

 Να βρείτε τις συντεταγμένες: 
 i) της κορυφής Δ 
 ii) του κέντρου Κ του ΑΒΓΔ. 
 

 

 

 

 

65. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με κέντρο το σημείο ( )Κ 2,4 . Αν είναι 

( )Α 2,1−  και ( )Β 4,3 , να βρείτε:  

 i) τις συντεταγμένες των κορυφών Γ και Δ. 
 ii) τις συντεταγμένες του σημείου Ε έτσι, ώστε το τετράπλευρο ΚΓΕΔ να είναι 

παραλληλόγραμμο. 
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66. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία ( ) ( ) ( )Κ 3, 4 , Λ 4,5 και Μ 0,3  που είναι 

τα μέσα των πλευρών του ΒΓ, ΑΓ και ΑΒ αντίστοιχα. Να βρείτε τις 
συντεταγμένες των σημείων Α, Β και Γ. 

 

67. Δίνεται το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ  με    

( )Β 2, 1−   και  ( )Γ 3, 2 .  

 Αν το σημείο Α  ανήκει στον άξονα x x′  και το κέντρο Κ του ΑΒΓΔ ανήκει στον 

άξονα  y y′ , να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Α, Κ και Δ. 

 

68. Δίνονται τα διαστήματα  

( )u 2, 5=
   και  ( )v 1, 0 .= −

  

 Αν Ο είναι η αρχή των αξόνων και Α, Β δύο σημεία τέτοια, ώστε 

ΟΑ u 4v= +


 

   και     ΟΒ 2u 3v= −


 

, 
 να βρείτε τις συντεταγμένες: 

 i) των σημείων Α και Β 

 ii) του μέσου Μ του τμήματος ΑΒ. 

 
69. Αν ( )A 2,0−  και ( )ΑB 0,4 ,=



 να βρείτε τις συντεταγμένες:  

 i) του σημείου Β 

 ii) του διανύσματος  u 2ΟΑ 3ΒΑ= +
 

 ,  όπου Ο η αρχή των   αξόνων. 

   
70. Δίνονται τα σημεία  

( )A 1,4      και      ( )Β 2,7 .  

 Να βρείτε το σημείο  Μ  για το οποίο ισχύει η σχέση 

ΑΜ 3ΑΒ.=
 

 
 

71. Δίνονται τα σημεία  

( )A 2,0−  και ( )Β 7,8 .  

 Να βρείτε το σημείο Μ  για το οποίο ισχύει η σχέση 

ΒΜ 2ΑΜ.=
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72. Δίνεται το σημείο ( )Μ 5,2 .   Να βρείτε τα σημεία Α, Β τα οποία ανήκουν 
στους άξονες x x′ , y y′  αντίστοιχα και είναι τέτοια, ώστε το σημείο Μ να είναι 
το μέσον του ΑΒ. 

 

73. Δίνεται το διάνυσμα   

( )2α λ 1, λ 5λ 4 , λ .= − − + ∈


  

 i) Nα βρείτε την τιμή του λ  για την οποία ισχύει η σχέση 

α 0.=


   

 ii) Nα βρείτε την τιμή του λ  για την οποία ισχύουν οι σχέσεις 

α 0≠


    και    α / /x x.′
  

 

 

74. Αν είναι   
( )2α λ 5λ 6, λ 1= − + −

 , 

 να βρείτε την τιμή του  λ∈  για την οποία ισχύει: 
 i) α / /x x′

   
 ii) α / /y y′

  και  α 1.=


 

 

75. Δίνονται τα διανύσματα ( )α 1,1=


 και ( )β 2,1=


. 

 Να βρείτε τα μέτρα των διανυσμάτων  
u 4α 2β= +



     και   ν 3α β.= −


 

 

 
76. Δίνονται τα σημεία ( ) ( )Α 3,5 και Β 0,1 .  Να βρείτε το σημείο Γ του άξονα  

x x′ , έτσι ώστε το τρίγωνο ΑΒΓ να είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΓ. 

 
77. Δίνεται το διάνυσμα  

( )u 2, 1= −
 . 

 Να βρείτε το διάνυσμα  ν
   το οποίο είναι ομόρροπο του  u  και έχει μέτρο ίσο 

με 3 5.  
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78. Δίνεται το διάνυσμα  
( )u 2, 6= −

 . 

 Να βρείτε το διάνυσμα  ν
   το οποίο είναι αντίρροπο του  u  και έχει μέτρο ίσο 

με 10.  
 
 

79. Δίνεται το διάνυσμα  
( )u 3, 4= −

 . 

 Να βρείτε τα διανύσματα που είναι συγγραμμικά με το διάνυσμα  u   και έχουν 
μέτρο διπλάσιο από το μέτρο του διανύσματος u . 

 
80. Δίνονται τα διανύσματα   

( )α 4,1=
   και   ( )β 0, 2 .=



 

 Να βρείτε τις τιμές του  x∈   για  τις  οποίες  ισχύει η σχέση 

α xβ 5.+ =




 
 

81. Δίνονται τα σημεία  
( ) ( )Α 7, 5 , Β 0, 2−   και  ( )Γ 8, 4 .  

 i) Nα αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ  αποτελούν κορυφές τριγώνου. 
 ii) Nα βρείτε τις συντεταγμένες του κέντρου Κ του περιγεγραμμένου κύκλου 

 του τριγώνου ΑΒΓ. 

82. Δίνονται τα σημεία  

( ) ( )Α 1, 4 , Β 3, 0   και  ( )Γ 5, 2 .  

 i) Nα αποδείξετε ότι τα Α, Β, Γ  αποτελούν κορυφές  ισοσκελούς τριγώνου. 

 ii) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Δ, ώστε το τετράπλευρο ΑΒΔΓ να 

είναι ρόμβος. 
 

83. Δίνεται ένα διάνυσμα α
   για το οποίο ισχύει η σχέση 

( ) ( )α 1, 3 α 1, 0= + ⋅ −
  . 

 Να βρείτε: 
 i) το  μέτρο του διανύσματος  α

   
 ii) τις συντεταγμένες του διανύσματος α

 . 
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84. Δίνονται δύο διανύσματα  α, β


  για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις  

( ) ( )α 0, 3 β 1, 0= + ⋅




   και    ( ) ( )β 2,1 α 1, 0= + ⋅ −


 . 

 Να βρείτε: 

 i) τα μέτρα των διανυσμάτων α
  και  β



 

ii) τις  συντεταγμένες των διανυσμάτων α
  και  β.



 

 
85. Δίνονται τα διανύσματα  

( )α 1, 3=
  και  ( )β 2, 4 .= −



 

 i) Nα αποδείξετε ότι τα α, β


  δεν είναι συγγραμμικά. 
 ii) Nα εκφράσετε το διάνυσμα  

( )u 6, 8=
  

  ως γραμμικό συνδυασμό των διανυσμάτων  α
 και β



. 
 

86. Αν  i , j
 

  είναι τα μοναδιαία  διανύσματα του Οxy,  να βρείτε τους 
πραγματικούς αριθμούς κ, λ  έτσι, ώστε τα διανύσματα 

α i λj= −
 

    και     ( ) ( )2β λ 2 i   + κ +1 j= +
  

 

 να είναι συγγραμμικά. 
 
87. Δίνονται τα διανύσματα 

( ) ( )2 2α x , 2 y 1, 0= + +
    και     ( ) ( )β x,1 +2 y-1, 0=



 
 τα οποία είναι παράλληλα μεταξύ τους.  Να βρείτε: 

 i) τις τιμές των  x, y∈  

 ii) τα μέτρα των διανυσμάτων α
  και  β.



 
 
88. Να βρείτε τους x, y∈   για τους οποίους  τα διανύσματα 

( )2α x 1, y= + −
    και     ( )β y 2,1= −



 
 είναι μεταξύ τους παράλληλα.  
 
89. Να βρείτε τις τιμές του μ∈  για τις οποίες  τα διανύσματα 

( )α μ 2,1= −
    και     ( )2β μ 4, 5= −



 
 είναι μεταξύ τους παράλληλα. 
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90. Να αποδείξετε ότι για κάθε x, y  ισχύει η σχέση 

     2 2 22x y 2 1 x 5 y 10.        

 
91. Δίνονται τα σημεία  

   Α x, 1 , Β 1, x   και   Γ x 1, 1 x    με x .   
 i) Να αποδείξετε ότι για κάθε  x  τα σημεία Α, Β, Γ  αποτελούν κορυφές 

τριγώνου. 
 ii) Να βρείτε την τιμή του  x ,   ώστε το άθροισμα 

       2 22f x OA OB OΓ    

  να γίνεται ελάχιστο. Ποια είναι η ελάχιστη τιμή του  f x ;  
 

92. Δίνονται τα σημεία  
   Α 0, 5 , Β 1, 2   και   Γ 3, 4 . 

 i) Nα αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ  αποτελούν κορυφές ισοσκελούς τριγώνου. 
 ii) Να βρείτε το σημείο Μ του άξονα x x , ώστε το άθροισμα 

       2 2 2f x ΜΑ ΜΒ ΜΓ    

  να γίνεται ελάχιστο. 
 

93. Δίνονται τα σημεία  
   Α 1, 2 , Β 5, 1   και   Μ x, 0  με  x .   

 i) Να υπολογίσετε το  Α Β ,  όπου Α το συμμετρικό του σημείου Α ως προς 
τον άξονα x x.  

 ii) Να υπολογίσετε το  ΑΜ  και το  ΒΜ .  

 iii) Να βρείτε την ελάχιστη τιμή της συνάρτησης 

  2 2f x x 2x 5 x 10x 26, x .        

 
94. Να βρείτε την τιμή του μ  για την οποία τα σημεία  

   Α 0, 1 , Β 1, μ 1   και   Γ 2 μ , 2  
 είναι συνευθειακά. 
 
 

95. Να βρείτε την τιμή του μ  για την οποία τα σημεία 
   Α 1, μ , Β 1, μ 2    και   Γ μ , 3   

 είναι συνεθειακά.  
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96. Δίνονται τα διανύσματα  
( )α 2,1= −

   και  ( )β 1,1 .=


 

 i) Να αποδείξετε ότι τα α, β


  δεν είναι συγγραμμικά.  
 ii) Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος  u  για το οποίο ισχύουν οι 

σχέσεις 

( )u α / /β−


      και      ( ) ( )u 2β / / α 5β .− +
 



 

 iii) Να εκφράσετε το διάνυσμα u   ως γραμμικό συνδυασμό των διανυ-
σμάτων  α

   και  β.


 

 
97. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και το σημείο Ν για το οποίο ισχύουν οι σχέσεις 

ΑΝ λΑΒ μΑΓ= +
  

   και       ΒΝ 3μΒΑ λΑΓ= +
  

  με   λ,μ .∈  
i) Nα αποδείξετε ότι  

( ) ( )1 λ 3μ ΑΒ μ λ ΑΓ− − = −
 

. 

 ii) Nα υπολογίσετε τους αριθμούς λ και μ. 
iii) Αν είναι  

( ) ( )Α 2, 2 , Β 0,1    και   ( )Ν 2,1 ,  

 να βρείτε τις συντεταγμένες του    σημείου Γ. 
 
 
98. Δίνονται τα σημεία  

( )Α 1, 2   και  ( )Β 3, κ .  

 Να  βρείτε την τιμή του κ ,∈  ώστε το διάνυσμα ΑΒ


  να έχει συντελεστή 

διεύθυνσης λ 5= . 
 

99. Δίνεται το διάνυσμα  

( )u 1, 3 .=
  

 Να βρείτε: 
 i) τις συντεταγμένες του σημείου Α  για το οποίο ισχύει 

ΟΑ u=


  
  όπου Ο η αρχή των αξόνων 
 ii) τη γωνία φ  που σχηματίζει το διάνυσμα u  με τον άξονα  x x.′  
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100. Δίνεται το διάνυσμα 

( )2u 2μ 4, μ 3μ= − −
  

 όπου μ σταθερός πραγματικός αριθμός. 
 i) Να βρείτε  τις τιμές του μ  για τις οποίες το διάνυσμα u  έχει συντελεστή 

διεύθυνσης  λ 1.=  
 ii) Για τις τιμές του μ  που βρήκατε στο ερώτημα i) να παραστήσετε το 

διάνυσμα u  στο καρτεσιανό επίπεδο. 
 iii) Να βρείτε  την τιμή του μ  για την οποία το διάνυσμα u  σχηματίζει με τον 

άξονα x x′  γωνία  πφ .
4

=
 

 
101. Δίνεται το διάνυσμα 

( )α 3, 3 .= −
  

Να βρείτε: 
i) τη γωνία φ που σχηματίζει το διάνυσμα α

  με τον άξονα x x′  

ii) το διάνυσμα β


 το οποίο είναι αντίρροπο του α
  και έχει μέτρο διπλάσιο 

από το μέτρο του διανύσματος α
 . 

iii) τη γωνία φ′  που σχηματίζει το διάνυσμα β


 με τον άξονα x x.′  

 
 

102. Δίνονται τα συγγραμμικά διανύσματα 

( ) ( )α x 2, 5 x και β x 7, 2x 10 ,= + − = − −


  

όπου x σταθερός πραγματικός αριθμός. 

Αν α 5,=


 τότε: 

i) να αποδείξετε ότι x  = 1 

ii) να βρείτε τη γωνία φ που σχηματίζει το διάνυσμα 

u 3α β γ= + −
 

   

 με τον άξονα x x′ , όπου ( )γ 3, 5 .=
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Εσωτερικό Γινόμενο Διανυσμάτων 
 

 

Ορισμός 

• Ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο δύο μη μηδενικών διανυσμάτων α
  και β



 και 

συμβολίζουμε με α β⋅




 τον πραγματικό αριθμό α β συνθ= ⋅ ⋅


  όπου θ η γω-

νία των διανυσμάτων α και β.




  

• Αν α 0 ή β 0,= =
 



 τότε ορίζουμε α β 0.⋅ =




 
 
Παράδειγμα 

Αν για τα διανύσματα α και β




 ισχύουν α 4, β 6 και= =


  2πθ ,
3

= τότε 

α β α β⋅ = ⋅ ⋅
 

 

συνθ =  

 
Άμεσες Συνέπειες του Ορισμού 
 

Πρόταση  
 

• Για οποιαδήποτε διανύσματα α και β




 ισχύει α β β α⋅ = ⋅
 

 

  

• α β α β 0⊥ ⇔ ⋅ =
 

    
• α β α β α β↑↑ ⇔ ⋅ = ⋅

  

  

 
 

• α β α β α β↑↓ ⇔ ⋅ = − ⋅
  

  

 

 
 

Ορισμός 
 

Ονομάζουμε τετράγωνο του α
  το εσωτερικό γινόμενο α α⋅

   και το συμβολίζουμε       

με 2α


. 
 

 
 

Πρόταση  

Για κάθε διάνυσμα α
  ισχύει  

22α α=
 

. 

α β⋅




2π 14 6 συν 4 6 12.
3 2

 ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − = − 
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Απόδειξη 
22α α α α α συν0 α .= ⋅ = ⋅ ⋅ =

     

 

• Για τα μοναδιαία διανύσματα i και j
 

 του καρτεσιανού επιπέδου ισχύουν 

i j j i 0⋅ = ⋅ =
   

    και   2 2i j 1.= =
 

  
 

 
Αναλυτική Έκφραση Εσωτερικού Γινομένου 
 
Πρόταση 
 

Το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων είναι ίσο με το άθροισμα των γινομένων των 

ομώνυμων συντεταγμένων τους. Δηλαδή, αν ( ) ( )1 1 2 2α x , y και β x , y= =




, τότε 

1 2 1 2α β x x y y⋅ = +


 . 
 
 

Ιδιότητες του Εσωτερικού Γινομένου 
 
Πρόταση 
 

• Για οποιαδήποτε διανύσματα α και β




 ισχύει: 

 ( ) ( ) ( )λα β α λβ λ α β για κάθε λ⋅ = ⋅ = ⋅ ∈
  

  

 
  

• Για οποιαδήποτε διανύσματα α,β και γ


   ισχύει 

 ( )α β γ α β α γ⋅ + = ⋅ + ⋅
 

    

 
    (επιμεριστική ιδιότητα). 

• Αν τα διανύσματα α,β




 έχουν συντελεστές διεύθυνσης 1 2λ , λ  αντίστοιχα, είναι 
έγκυρη η ισοδυναμία 

1 2α β λ λ 1.⊥ ⇔ = −




  

 
Απόδειξη 
 

Έστω ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3α x , y , β x , y και γ x , y .= = =


   Έχουμε: 

•
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2

λα β λx , λy x , y λx x λy y

λ x x y y λ α β

⋅ = ⋅ = +

= + = ⋅









 

 και 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2

α λβ x , y λx , λy x λx y λy

λ x x y y λ α β

⋅ = ⋅ = +

= + = ⋅









 

 Επομένως, 

( ) ( ) ( )λα β α λβ λ α β⋅ = ⋅ = ⋅
  

  

. 

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 3 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 2 1 3 1 3

α β γ x ,y x x , y y x x x y y y

x x x x y y y y x x y y x x y y

α β α γ

⋅ + = ⋅ + + = + + +

= + + + = + + +

= ⋅ + ⋅



 



  

 

•
 

1 2 1 2

1 2
1 2 1 2 1 2

1 2

α β α β 0 x x y y 0
y yy y x x 1 λ λ 1.
x x

⊥ ⇔ ⋅ = ⇔ + =

⇔ = − ⇔ ⋅ = − ⇔ ⋅ = −

 

 

 

 
 
 

Συνημίτονο Γωνίας δύο Διανυσμάτων 
 
Πρόταση 
 

Αν θ είναι η γωνία που σχηματίζουν δύο μη μηδενικά διανύσματα 

( ) ( )1 1 2 2α x , y και β x , y= =




,  
τότε 

1 2 1 2
2 2 2 2
1 1 2 2

x x y y
συνθ

x y x y

+
=

+ ⋅ +
. 

 

Απόδειξη 
 

Σύμφωνα με τον ορισμό του εσωτερικού γινομένου έχουμε 

α β α β συνθ⋅ = ⋅ ⋅
 

   

και επομένως, 
α βσυνθ .
α β
⋅

=
⋅









 

Όμως, 
2 2

1 2 1 2 1 1α β x x y y , α x y⋅ = + = +


 

 
και 

. 2 2
2 2β x y= +
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Άρα, 
1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

x x y yσυνθ .
x y x y

+
=

+ ⋅ +
 

 

 
 
 

Παράδειγμα 
 

Αν θ είναι η γωνία των διανυσμάτων ( ) ( )α 2,0 και β 1, 3= =




, τότε 

( )22 2 2

α β 2 1 0 3 2 1 πσυνθ συν .
2 2 2 3α β 2 0 1 3

⋅ ⋅ + ⋅
= = = = =

⋅⋅ + ⋅ +









 

Επομένως,  
πθ 2κπ , κ .
3

= ± ∈  

Και επειδή [ ]θ 0, π∈ , συμπεραίνουμε ότι  

πθ .
3

=  
 

 
Προβολή Διανύσματος σε Διάνυσμα 
 
Ορισμός 
 

 
  

Έστω  α, ν
   δύο διανύσματα του επιπέδου με α 0.≠



  Με 
αρχή ένα σημείο Ο θεωρούμε τα διανύσματα 

ΟΑ α και ΟΜ ν.= =
 

 

 
Στη συνέχεια, θεωρούμε την προβολή 1Μ  του σημείου 

Μ πάνω στην ευθεία ΟΑ. Το διάνυσμα 1ΟΜ


 ονομάζεται 
προβολή του ν

  στο α
 και συμβολίζεται με απροβ ν.

  

Δηλαδή,  

1 αOM προβ ν.= 





 
 

• Αποδεικνύεται ότι η προβολή του ν
  πάνω στο α

  είναι ανεξάρτητη από την 
επιλογή του σημείου Ο.  

  
 
 

Μ

Α

Ο

α


ν


1Μ
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Θεώρημα (των προβολών) 
 
 
 
 
 
 
 

 

Για οποιαδήποτε διανύσματα α, ν με α 0≠


    ισχύει 

αα ν α πρoβ ν⋅ = ⋅ 

     
 

Απόδειξη 
 

 

Με αρχή ένα σημείο Ο θεωρούμε τα διανύ-
σματα 

 ΟΑ α, ΟΜ ν= =
 

   
και την προβολή 1Μ  του σημείου Μ πάνω στην 
ευθεία ΟΑ, οπότε είναι 

1 αΟΜ πρoβ ν.= 



  
 
 
Έχουμε λοιπόν 

( )1 1 1 1

1 1

1

α

α ν α ΟΜ α ΟΜ Μ Μ α ΟΜ α Μ Μ

α ΟΜ 0, αφού α Μ Μ

α ΟΜ
α πρoβ ν.

⋅ = ⋅ = ⋅ + = ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⊥

= ⋅

= ⋅ 

    

     

 

 





 

 
 

• Η  παραπάνω πρόταση εγγυάται ότι το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων δεν 
αλλάζει αν αντικαταστήσουμε το ένα από τα δύο διανύσματα με την προβολή του 
στο άλλο. 

 
Παράδειγμα 
 

Έστω δύο διανύσματα α, β


  τέτοια, ώστε ( )α 2, 3= −


 και ( )απροβ β 5, 6 .=


 Τότε έχουμε 

( )αα β α προβ β 2 5 3 6 8⋅ = ⋅ = ⋅ + − ⋅ = −

 

   
και 

β
β προβ α α β 8.⋅ = ⋅ = −

 

 

 

 

Μ

ν


Α
Ο

α


απρoβ ν


1Μ
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Λυμένες Ασκήσεις 
 
 

32. Έστω α  και  β


 δύο διανύσματα τέτοια, ώστε  

α 2, β 4= =
  και  

πα , β .
3

∧ 
= 

 





 

 Να βρείτε τα εσωτερικά γινόμενα: 
 i) α β⋅

      ii)   α α⋅         iii)   ( ) ( )3α 4β⋅ −


   iv) ( )α α 2β⋅ −
 

.  
 

 

Λύση 
 

i) Σύμφωνα με τον ορισμό του εσωτε-
ρικού γινομένου έχουμε 

α β α β συν⋅ = ⋅ ⋅
 

  ( )α , β
∧ 
  

     π2 4 συν
3

= ⋅ ⋅  

     12 4
2

= ⋅ ⋅   4.=  

 
 
ii)  Έχουμε 
     22α α α α⋅ = =

   

 

             22=   4.=  
 

iii) Είναι 
 ( ) ( ) ( )3α 4β 12 α β 12 4 48.⋅ − = − ⋅ = − ⋅ = −

 

 

 

 
iv) Έχουμε 
     ( )α α 2β α α 2α β⋅ − = ⋅ − ⋅

 

    

 

                4 2 4= − ⋅  

                4 8 4.= − = −  

Σημειώσεις 
 Ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο 

δύο μη μηδενικών διανυσμάτων α
  

και β


 τον πραγματικό αριθμό 

α β α β συν⋅ = ⋅ ⋅
 

  ( )α , β
∧ 


.  

 Αν α 0 ή β 0,= =
 

  τότε ορίζουμε 

α β 0.⋅ =


  
 Το εσωτερικό γινόμενο α α⋅

   συμ-
βολίζεται με 2α

  και ονομάζεται 
τετράγωνο του α

 . Ισχύει η σχέση  
22α α .=

   
 Ισχύουν οι ιδιότητες 
  ( ) ( ) ( )λα β α λβ λ α β⋅ = ⋅ = ⋅

  

  

 

  ( )α β γ α β α γ⋅ + = ⋅ + ⋅
 

    . 
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33. Έστω α  και  β


 δύο διανύσματα τέτοια, ώστε  

α 3, β 4= =
    και   α β.⊥

  
 Να βρείτε τα εσωτερικά γινόμενα:  
 i) ( )α α β⋅ +

 
      ii) ( ) ( )α β α β .+ ⋅ −

  
 

 

 
Λύση 
 
i) Έχουμε  

( ) 2α α β α α β.⋅ + = + ⋅
 

   

 

 Όμως, 
22 2α α 3 9= = =

 

 

 και 

α β 0,⋅ =


   αφού α β.⊥


  

 Άρα, 

( )α α β 9 0 9.⋅ + = + =


 

 

 

ii) Έχουμε 

          ( ) ( ) 2 2α β α β α β+ ⋅ − = −
  

  

. 

 Όμως, 
22 2α α 3 9= = =

 

 

 και 
22 2β β 4 16.= = =

 

 

 Επομένως, 

     ( ) ( )α β α β 9 16 7.+ ⋅ − = − = −
 

 

 

 
 

Σημείωση 
Αν  ισχύει η σχέση  

α β,⊥


  
τότε  

α β 0⋅ =


  
και αντιστρόφως.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχόλια 
Ισχύουν οι ταυτότητες: 
 ( ) ( ) 2 2α β α β α β+ ⋅ − = −

  

  

 

 ( )2 2 2α β α 2α β β+ = + ⋅ +
  

  

 

 ( )2 2 2α β α 2α β β− = − ⋅ +
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34. Έστω α  και  β


 δύο διανύσματα τέτοια, ώστε  

α 5, β 2= =
   και  α β.↑↑

  

 Να βρείτε τα εσωτερικά γινόμενα: 

 i) α β⋅
        ii) ( ) ( )2α β α β− ⋅ +

  
. 

 
Λύση 
 
i) Έχουμε  

α β.↑↑


  

 Άρα, 
α β α β 5 2 10.⋅ = ⋅ = ⋅ =
 

 

 

 
 
 
 
 

ii) Έχουμε 

( ) ( ) 2 22α β α β 2α 2α β β α β− ⋅ + = + ⋅ − ⋅ −
    

    

 

                            
222 α 2α β α β β= + ⋅ − ⋅ −

  

  

 

                  
222 α α β β .= + ⋅ −

 

 

 

 Όμως,  
α 5, β 2= =





       και        α β 10.⋅ =


  

 Επομένως, 

( ) ( ) 2 22α β α β 2 5 10 2 56.− ⋅ + = ⋅ + − =
 

 

 

 
  

Σημειώσεις 
 Αν ισχύει η σχέση α β,↑↑



  
τότε 

α β α β⋅ = ⋅
 

 

 

 και αντιστρόφως. 
 Αν ισχύει η σχέση α β,↑↓



  
τότε 

α β α β⋅ = − ⋅
 

 

 

 και αντιστρόφως. 
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35. Έστω δύο διανύσματα   και   τέτοια, ώστε 

     και     
2πα, β
3

∧ 
= 

 





. 

 Αν   να βρείτε: 
 i) τα εσωτερικά γινόμενα    και    
 ii) το μέτρο του διανύσματος  
 iii) τη γωνία των διανυσμάτων   και  . 

 
 

Λύση 
 

i) Έχουμε  

 ( )α , β
∧ 
  

                              

 Επίσης,                                

 

 Όμως,   

   και   . 

 Επομένως,  
 

 

ii) Έχουμε 

 

          

               

             . 
 Άρα, 

                          

α β


= =α 1, β 2


= +u 2α β,


⋅α β
 α u⋅ 

u

α u

α β α β συν⋅ = ⋅ ⋅
 

 

2π1 2 συν
3

= ⋅ ⋅
12 1.
2

 = ⋅ − = − 
 

( ) 2α u α 2α β 2α α β.⋅ = ⋅ + = + ⋅
 

    

22 2α α 1 1= = =
 

α β 1⋅ = −




α u 2 1 1.⋅ = − =
 

( )22 2u u 2α β= = +


 

2 24α β 4α β= + + ⋅
 

 

( )
224 α β 4 1= + + ⋅ −




2 24 1 2 4 4= ⋅ + − =

u 4 2.= =


Μεθοδολογία 
Για να βρούμε το μέτρο ενός 
γραμμικού συνδυασμού δια-
νυσμάτων αρκεί να βρούμε 
το τετράγωνο αυτού, αξιο-
ποιώντας την ιδιότητα 

 2 2α α .=
 

Μεθοδολογία 
Για να βρούμε το εσωτερικό 
γινόμενο δύο διανυσμάτων, 
όταν δεν γνωρίζουμε τις συ-
ντεταγμένες τους, αξιοποιού-
με ή τον ορισμό ή γνωστές 
ιδιότητες του εσωτερικού 
γινομένου. 
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iii) Έχουμε      

( )συν α , u
∧
   

     

 Δηλαδή,  

( )α , u
∧
   

 Και επειδή   

( )0 α , u π
∧

≤ ≤
   

 συμπεραίνουμε ότι    

( ) πα , u .
3

∧
=

 

 

 
 
36. Δίνονται τα διανύσματα   

 και   
 Να βρείτε: 
 i) τα εσωτερικά γινόμενα  και       

 ii) τον πραγματικό αριθμό κ για τον οποίο τα διανύσματα   και  
  είναι κάθετα μεταξύ τους. 

 
 

Λύση 
 

i) Έχουμε 
 

 Επίσης 

 
 και 
             
   
   
 Άρα, 

 

α u
α u
⋅

=
⋅

 

 

1
1 2

=
⋅

1
2

=
πσυν .
3

=

π2κπ , κ .
3

= ± ∈

( )α 2, 5= −
 ( )β 7, 2 .=



α β⋅
 ( ) ( )α β 3α 2β+ ⋅ −

  

α

α κβ+


( )α β 2 7 5 2 4.⋅ = ⋅ + − ⋅ =




( ) ( ) ( )α β 2, 5 7, 2 9, 3+ = − + = −




3α 2β−




( ) ( )3 2, 5 2 7, 2= − −

( ) ( )6, 15 14, 4= − −

( )8, 19 .= − −

( ) ( ) ( ) ( ) ( )α β 3α 2β 9· 8 3 19 15.+ ⋅ − = − + − ⋅ − = −
 

 

Μεθοδολογία 
Για να βρούμε το εσωτερικό γινό-
μενο δύο διανυσμάτων 

  και  , 
αξιοποιούμε ή τον τύπο 

 
ή τις γνωστές ιδιότητες του εσω-
τερικού γινομένου. 

( )1 1α x , y=
 ( )2 2β x , y=



1 2 1 2α β x x y y .⋅ = +




Μεθοδολογία 
Για να βρούμε τη γωνία δύο 
διανυσμάτων α και u

   βρίσκουμε 
πρώτα το συνημίτονό της με 
βάση τον τύπο 

( ) α uσυν α , u
α u

∧ ⋅
=

⋅

 

 

 

. 
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ii) Tα διανύσματα 
 

 είναι κάθετα μεταξύ τους αν και μόνο αν ισχύει η σχέση 
 

 Δηλαδή, 
 

 ή ισοδύναμα 
 

 και τελικά 

 

 
 
37. Να βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων 

 και       
 

Λύση 
 

Αν  είναι η γωνία των    και   , τότε έχουμε 

 

Όμως, 

 ,  

και 

 

Επομένως, 

 

Δηλαδή, 

 

ή ισοδύναμα 

 

( ) ( ) ( ) ( )α 2, 5 και α κβ 2, 5 κ 7, 2 7κ 2, 2κ 5= − + = − + = + −


 

( )α α κβ 0.⋅ + =


 

( ) ( )2 7κ 2 5 2κ 5 0+ − − =

14κ 4 10κ 25 0+ − + =

29κ .
4

= −

( )α 2, 1= −
 ( )β 1, 3 .= −



ϑ α


β


α βσυν .
α β
⋅

ϑ =
⋅









( )( )α β 2 1 1 3 5⋅ = − − + ⋅ =


 ( )2 2α 2 1 5= − + =


( )2 2β 1 3 10.= − + =


5 5 1 2συν .
25 10 5 5 2 2

ϑ = = = =
⋅ ⋅ ⋅

πσυν συν
4

ϑ =

π2κπ , κ .
4

ϑ = ± ∈

 
y 

   O                x 

Μεθοδολογία 
Για να βρούμε τη γωνία  
δύο μη μηδενικών διανυ-
σμάτων ( )1 1α x , y=

  και 

( )2 2β x , y


 χρησιμοποιούμε 
τον τύπο 

1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

x x y yσυνθ
x y x y

+
=

+ +
.  

ϑ

ϑ
β


α


( )Α 2,1−

( )Β 1, 3−

•

•
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Και επειδή 
 

συμπεραίνουμε ότι 

 

 
 
38. Έστω  και    δύο διανύσματα τέτοια, ώστε 

     και      2πα , β .
3

∧ 
= 

 



  

 Να βρείτε: 
 i) το εσωτερικό γινόμενο  
 ii) τον  πραγματικό αριθμό λ  για τον οποίο τα διανύσματα   

        και        
  είναι κάθετα μεταξύ τους. 

 
 

Λύση 
 

i) Έχουμε 

     ( )συν α, β
∧

⋅


  

   

   
  
 
 
 

ii) Tα διανύσματα  και  είναι κάθετα μεταξύ τους, αν και μόνο αν ισχύει η σχέση 
 

 Δηλαδή, 
         

    

    

     

     

0 π≤ ϑ ≤

π .
4

ϑ =

α β


= =α 1, β 4


⋅α β


= −u α β
 ν 2α λβ= +

 

α β⋅




α β= ⋅




2π1 4 συν
3

= ⋅ ⋅

14 2.
2

 = ⋅ − = − 
 

u ν


u ν 0.⋅ =


( ) ( )α β 2α λβ 0− ⋅ + =
 

  ( ) ( )2 22α λ α β 2 β α λ β 0⇔ + ⋅ − ⋅ − ⋅ =
  

  

( )( ) 222 α λ 2 α β λ β 0⇔ + − ⋅ − ⋅ =
 

 

( )( )2 22 1 λ 2 2 λ 4 0⇔ ⋅ + − − − ⋅ =

2 2λ 4 16λ 0⇔ − + − =

18λ 6⇔ =
1λ .
3

⇔ =

Σημείωση 

      

  

  

2πσυν
3

πσυν π
3

 = − 
 

πσυν
3

= −

1 .
2

= −
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39. Δίνονται τα διανύσματα  

 και   μ∈ . 

 Να βρείτε την τιμή του μ για την οποία ισχύει η σχέση: 

 i)     ii)     iii) πα , β .
4

∧ 
= 

 



  

 
Λύση 
 

i) Έχουμε   Δηλαδή,  

 

 ή ισοδύναμα, 

 

 

ii) Έχουμε    Δηλαδή, 

 
 

iii) Έχουμε  

( )α, β
∧ 

  

 Επομένως,  

( ) πσυν α, β συν .
4

∧
=





 

 Δηλαδή, 

                            (1) 

 Όμως,  

 

 

 και 

 

( )=α 1, 2 ( )=β μ, 1 ,


α // β


⊥α β


α // β.




( )det α,β 0=




1 2 10 1 2μ 0 μ .
μ 1 2

= ⇔ − = ⇔ =

α β.⊥




α β 0 1 μ 2 1 0⋅ = ⇔ ⋅ + ⋅ =




μ 2.⇔ = −

π .
4

=

α β 2
2α β

⋅
=

⋅









α β 1 μ 2 1 μ 2.




⋅ = ⋅ + ⋅ = +

2 2α 1 2 5


= + =

2 2 2β μ 1 μ 1.


= + = +

Σχόλιο 

Η σχέση ( ) πα, β
4

∧
=





 συνεπάγεται τη 

σχέση 

( ) πσυν α, β συν
4

∧
=





 

και αντιστρόφως. 
Πράγματι 

       
( ) πσυν α, β συν

4

∧
=





 

( )α, β
∧

⇔


  

Και επειδή 

( )0 α, β π
∧

≤ ≤


  

συμπεραίνουμε ότι 

( ) πα, β .
4

∧
=





 

π2κπ , κ .
4

= ± ∈
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 Επομένως, η σχέση (1) γράφεται 

           

                 και   

                 και   

                  ή   

 
 
40. Δίνονται τα σημεία   

  και   . 
  i) Να βρείτε το σημείο Μ του άξονα  για το οποίο ισχύει η 

σχέση 
 

  ii) Να βρείτε το σημείο Ν του άξονα   για το οποίο ισχύει η 
σχέση   

 
 

Λύση 
 

i) To ζητούμενο σημείο Μ είναι σημείο του 
άξονα . Eπομένως οι συντεταγμένες του 
είναι της μορφής   για κάποιο . 
Έχουμε 

  
 και     

. 
 Όμως,           

 
 Δηλαδή,         

              

                ή  . 
 Άρα,         

  ή   
 

2

μ 2 2
25 μ 1




 
( ) 22 μ 2 2 5 μ 1⇔ + = ⋅ ⋅ +

( ) ( )2 24 μ 2 10 μ 1⇔ + = + μ 2 0+ >

23μ 8μ 3 0⇔ − − = μ 2> −

μ 3⇔ =
1μ .
3

= −

( )Α 0, 2 ( )Β 3, 1
′x x

⊥ΜΑ ΜΒ.
 

′y y

⋅ =ΒΑ ΒΝ 12.
 

x x′
( )x, 0 x∈

( ) ( )ΜΑ 0 x, 2 0 x, 2= − − = −


( ) ( )ΜΒ 3 x,1 0 3 x,1= − − = −


ΜΑ ΜΒ.⊥
 

ΜΑ ΜΒ 0⋅ =
 

( )x 3 x 2 0⇔ − − + =

2x 3x 2 0⇔ − + = x 1⇔ = x 2=

( )Μ 1, 0 ( )Μ 2, 0 .

Σχόλιο 
Το σημείο Μ ανήκει στον 
άξονα . Άρα, οι συντεταγ-
μένες του είναι της μορφής 
( )x,0  για κάποιο x .∈  

x x′

y 

x O 

( )Ν 0, y

( )M x,0
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ii) To ζητούμενο σημείο Ν είναι σημείο του 
άξονα .  Επομένως,  

 
 για κάποιο . Έχουμε 

 

 και      
    . 

 Οπότε, η σχέση  

 

 ισοδύναμα γράφεται 
        

 

        . 

 Άρα, 
 

 
41. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ τέτοιο, ώστε 

     και   
πAB , AΓ .
3

∧ 
= 

 

 

 

 Να βρείτε τα εσωτερικά γινόμενα:  

 i)  ii)   iii)   iv)  
 

 
Λύση 
 
i) Έχουμε  

      ( )ΑΒ, ΑΓ
∧ 

 

    

    

 

y y′
( )Ν 0, y

y∈

( ) ( )ΒΑ 0 3, 2 1 3,1= − − = −


( ) ( )ΒΝ 0 3, y 1 3, y 1= − − = − −


ΒΑ ΒΝ 12⋅ =
 

( ) ( ) ( )3 3 1 y 1 12− ⋅ − + ⋅ − =

9 y 1 12⇔ + − =

y 4⇔ =

( )Ν 0, 4 .

= =ΑΒ 1, ΑΓ 2
 

⋅ΑΒ ΑΓ
 

⋅3ΑΒ ΓΑ
  2

ΑΒ


⋅ΑΒ ΒΓ.
 

ΑΒ ΑΓ⋅
 

ΑΒ ΑΓ συν= ⋅ ⋅
 

π1 2 συν
3

= ⋅ ⋅

12 1.
2

= ⋅ =
B 

Γ 

1 
2 

A 

Σχόλιο 
Το σημείο Ν ανήκει στον 
άξονα . Άρα, οι συ-
ντεταγμένες του  είναι της 
μορφής  για κάποιο  

 
 

y y′

( )0, y
y .∈

y 

x O 

( )Ν 0, y

( )M x,0

60°
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ii)  Έχουμε 
                                                 

   
 

iii)  Έχουμε 

                                                    .   

 
iv)  Παρατηρούμε ότι 
                                                       
  Επομένως, 
                                               

    
    
 
 
42. Δίνεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ τέτοιο, ώστε  

  και  . 

 Να αποδείξετε ότι για κάθε σημείο Ρ του επιπέδου ισχύουν οι 
σχέσεις: 

 i)      

 ii)  
 

 

Λύση 
 
i)  Σε κατάλληλο σύστημα αναφοράς θέτουμε  

  και    

 Και επειδή το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι 
ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, έχουμε 

   και   . 

 Επομένως, αν  τότε έχουμε 

3ΑΒ ΓA⋅
  ( )3ΑΒ ΑΓ= ⋅ −

 

3ΑΒ ΑΓ= − ⋅
 

3 1 3.= − ⋅ = −

2
ΑΒ
 2 2ΑΒ 1 1= = =



ΒΓ


ΑΓ ΑΒ.= −
 

ΑΒ ΒΓ⋅
  ( )ΑΒ ΑΓ ΑΒ= ⋅ −

  

2
ΑΒ ΑΓ ΑΒ= ⋅ −
  

1 1 0.= − =

( ) =ΑΒ α ( ) =ΒΓ β

⋅ = ⋅ΡΑ ΡΓ ΡΒ ΡΔ
   

2ΡΑ ΒΑ ΡΓ ΔΓ α .⋅ + ⋅ =
   

( )Α 0, 0 ( )Β α, 0 .

( )Γ α, β ( )Δ 0, β

( )Ρ x, y ,

y 

x 

( )Δ 0, β ( )Γ α, β

( )Β α, 0( )Α 0, 0

( )Ρ x, y
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  ,   

   και . 

 Άρα, 

    

                            (1) 

 και 

                 

                            (2) 

 Από τις σχέσεις (1) και (2) συμπεραίνουμε ότι 

 
 

 
ii) Έχουμε 

    ,    

         και . 

 Επομένως, 

 

 και 

          . 

 Άρα,      

 
  

( )ΡΑ x, y= − −


( )ΡΒ α x, y= − −


( )ΡΓ α x, β y= − −


( )ΡΔ x, β y= − −


( ) ( )ΡΑ PΓ x α x y β y⋅ = − − − −
 

2 2αx x βy y= − + − +

( )( ) ( )ΡΒ PΔ α x x y β y⋅ = − − − −
 

2 2αx x βy y= − + − +

ΡΑ PΓ ΡΒ PΔ.⋅ = ⋅
   

( )ΡΑ x, y= − −


( )ΒΑ α, 0= −


( )ΡΓ α x, β y= − −


( )ΔΓ α, 0=


( ) ( ) ( )ΡΑ ΒΑ x α y 0 αx⋅ = − ⋅ − + − ⋅ =
 

( ) ( ) 2ΡΓ ΔΓ α x α β y 0 α αx⋅ = − ⋅ + − ⋅ = −
 

2 2ΡΑ ΒΑ ΡΓ ΔΓ αx α αx α .⋅ + ⋅ = + − =
   

Μέθοδος 
των Συντεταγμένων 
Εφοδιάζουμε το επίπεδο με ένα 
σύστημα συντεταγμένων έτσι, 
ώστε να έχουμε όσο το δυνατόν 
περισσότερες μηδενικές συντε-
ταγμένες.  Με τον τρόπο αυτό 
ένα γεωμετρικό πρόβλημα γί-
νεται κατά κανόνα απλούστερο, 
αφού μετατρέπεται σε πρόβλημα 
αλγεβρικό. 
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43. Έστω  και   δύο διανύσματα τέτοια, ώστε 

 
 Να αποδείξετε ότι: 

 i)    ii) αν ισχύει  τότε . 

 

Λύση 
 

i)  Έχουμε 

 

                       
  Όμως, 

 

  Άρα, 

 
 

ii)  Αποδείξαμε ότι 

 

  δηλαδή 

 

  Και επειδή   
 

  συμπεραίνουμε ότι 

 

  ή ισοδύναμα 
 

  Επομένως, 
 

  και τελικά   
 

α β


β 2α β 1.= ⋅ −
 

− = −
2 2α β α 1

 
=α 1,

=α β


( )22
α β α β− = −

 

 

2 2α β 2αβ.= + −
 

 

( )222β β 2α β 1 2α β 1.= = ⋅ − = ⋅ −
   

 

2 2 2α β α 2α β 1 2α β α 1.− = + ⋅ − − ⋅ = −
  

    

2 2α β α 1− = −


 

2 2α β α 1.− = −


 

α 1=


2 2α β 1 1 0− = − =




α β 0.− =




α β 0− =
 



α β.=




Παρατήρηση 
Το μηδενικό διάνυσμα εί-
ναι το μόνο διάνυσμα το 
οποίο έχει μέτρο μηδέν. 
Επομένως, για να αποδεί-
ξουμε ότι  

 
δηλαδή 

, 
αρκεί να αποδείξουμε ότι 

 

α β=




α β 0− =
 



α β 0.− =
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44. Έστω α, β, γ


   τρία διανύσματα για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις:  

α β≠


 ,  α β=


    και  γ α γ β⋅ = ⋅


   . 

 Να αποδείξετε ότι:  
 i) ( )γ α β⊥ −



          ii) ( )γ / / α β+


   
 
 

Λύση 
 

i)  Έχουμε 

( )γ α γ β γ α γ β 0 γ α β 0⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ − ⋅ = ⇔ ⋅ − =
  

        

  Άρα, 

( )γ α β .⊥ −


  

 
ii)  Έχουμε 

      ( ) ( ) 222 2α β α β α β α β 0+ ⋅ − = − = − =
   

     

  Οπότε,  

( ) ( )α β α β .+ ⊥ −
 

   

  Επίσης  

( )γ α β .⊥ −


  

 Και επειδή α β 0− ≠
 

 , αφού α β,≠


  συμπε-
ραίνουμε ότι  

γ / /α β.+


  

  
  
 
 
45. Έστω διανύσματα α, β



  για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 

α β α β 4+ + − =
 

      και    2 2α β 4.+ =


  

 Να αποδείξετε ότι 

α β α β .+ = −
 

   

 
  

Σχόλιο 
Έχουμε αποδείξει ότι  

( )γ α β⊥ −


 . 

Οπότε αρκεί να αποδείξουμε ότι 

( ) ( )α β α β+ ⊥ −
 

   

αφού 
α β 0.− ≠
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Λύση 
 

Από τη σχέση  

    α β α β 4+ + − =
 

          (1) 

υψώνοντας και τα δύο μέλη στο τετράγωνο, 

έχουμε 

   
2 2

α β α β 2 α β α β 16+ + − + + ⋅ − =
   

        (2) 

Όμως, 

   

( ) ( )

( )

2 22 2

2 2 2 2

2 2 2 2

α β α β α β α β

α β 2α β α β 2α β

2α 2β 2 α β

2 4 8.

+ + − = + + −

= + + ⋅ + + − ⋅

= + = +

= ⋅ =

   

   

   

   

 

 

 

Επομένως, η σχέση (2) γράφεται 

8 2 α β α β 16 2 α β α β 8+ + ⋅ − = ⇔ + ⋅ − =
   

     

                                                                        α β α β 4.⇔ + ⋅ − =
 

   (3) 

Από τις σχέσεις (1) και (3) συμπεραίνουμε ότι οι αριθμοί 

α β και α β+ −
 

    είναι οι ρίζες της εξίσωσης 

( )22x 4x 4 0 x 2 0 x 2.− + = ⇔ − = ⇔ =  

Δηλαδή, 

α β α β 2.+ = − =
 

   

 
 
 
 
 

Σημείωση 
Αν είναι  

1 2x x S+ =  
και  

1 2x x P= , 
τότε οι αριθμοί 1 2x , x  εί-
ναι οι ρίζες της εξίσωσης 

2x Sx P 0.− + =  

Μεθοδολογία 
Όταν οι σχέσεις ενός προβλή-
ματος περιέχουν μέτρα γραμ-
μικών συνδυασμών διανυσμά-
των, για τα οποία δεν γνωρί-
ζουμε τις συντεταγμένες τους, 
τότε:  
 Υψώνουμε τα μέλη των 

σχέσεων στο τετράγωνο. 
 Αξιοποιούμε την ιδιότητα 

2 2α α=
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46. Να βρείτε τα διανύσματα που είναι κάθετα στο διάνυσμα  
 

 και έχουν μέτρο διπλάσιο από το μέτρο του διανύσματος . 
 

 
 
Λύση 
α΄ τρόπος: 
Έστω   ζητούμενο διάνυσμα. 
Έχουμε 

. 
Δηλαδή, 
               (1) 
Επίσης, 

. 
Δηλαδή, 

  (2) 
Από τις σχέσεις (1) και (2) βρίσκουμε  

   ή   . 
Άρα, 

     ή      
β΄ τρόπος: 
Ένα διάνυσμα κάθετο στο διάνυσμα  

 
είναι το διάνυσμα   

 
Επομένως, το ζητούμενο διάνυσμα  είναι 
παράλληλο προς το διάνυσμα  και συνεπώς 
είναι της μορφής 

 
Όμως, 

. 
Δηλαδή, 

 

 
Άρα,   

    ή      

( )=u 4, 3

u

( )ν x, y=


ν u⊥
 

u ν 0 4x 3y 0⋅ = ⇔ + =


ν 2 u=
 

2 2 2 2 2 2x y 2 4 3 x y 100+ = + ⇔ + =

( ) ( )x, y 6, 8= − ( ) ( )x, y 6, 8= −

( )ν 6, 8= −
 ( )ν 6, 8 .= −



( )u 4, 3=


( )β 3, 4 .= −


ν


β


( ) ( )ν λβ λ 3, 4 3λ, 4λ .= = − = −




ν 2 u=
 

( ) ( )2 2 2 23λ 4λ 2 4 3+ − = +
225λ 100 λ 2.⇔ = ⇔ = ±

( )ν 6, 8= −
 ( )ν 6, 8 .= −



Μεθοδολογία 
Εύρεση διανύσματος  σημαί-
νει εύρεση των συντεταγμένων 
του . Έχουμε λοιπόν δύο     
αγνώστους και συνεπώς χρεια-
ζόμαστε δύο σχέσεις οι οποίες 
θα προκύψουν από ισάριθμες 
πληροφορίες.  Οι πληροφορίες 
αυτές είναι:  
●      
●   . 
 
 
 
 

Παρατήρηση 
Ένα διάνυσμα κάθετο στο 
διάνυσμα 

 
είναι το διάνυσμα 

 
αφού  

( )α β xy y x 0.⋅ = + − =


  

ν


( )x, y

ν u⊥
 

ν 2 u=
 

( )α x, y=


( )β y, x= −
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47. Δίνονται τα διανύσματα 
  και   

 Να αναλύσετε το διάνυσμα  σε δύο μη μηδενικές και κάθετες μεταξύ 
τους συνιστώσες, από τις οποίες η μία να είναι παράλληλη στο διάνυ-
σμα . 

 
 
Λύση 
 
Αναζητούμε δύο μη μηδενικά διανύσματα  και   

τέτοια, ώστε 
  με    και  . 

● Έχουμε 
   και     

 Άρα, υπάρχει   τέτοιος, ώστε 
 

● Επομένως, από τη σχέση 
 

 παίρνουμε 
 

                

● Όμως, 
 

 Δηλαδή, 
 

 ή ισοδύναμα 
       
  

 ,   αφού       

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι 

  και     
 

  

( )=α 3, 4 ( )u 7, 24 .= −


u

α

β


γ

u β γ= +


  β γ⊥


 β // α.




β // α




α 0.≠




*λ∈
( ) ( )β λα λ 3, 4 3λ, 4λ .= = =





u β γ= +


 

( ) ( )γ u β 7, 24 3λ, 4λ= − = − −


 

( )7 3λ, 24 4λ .= − − −

β γ.⊥




β γ 0⋅ =




( ) ( )3λ 7 3λ 4λ 24 4λ 0⋅ − − + ⋅ − =

( )λ 21 9λ 96 16λ 0⇔ − − + − =

λ 3⇔ = λ 0.≠

( )β 9,12=


( )γ 16,12 .= −


Μεθοδολογία 
● Αξιοποιούμε αρχικά την 

πληροφορία 
   και     

 γράφοντας 
 

 για κάποιον . 
● Στη συνέχεια επικαλούμαστε 

τη σχέση  
 

 από την οποία προκύπτει ότι 

      
● Με αυτό τον τρόπο  οι συντε-

ταγμένες των ζητούμενων 
διανυσμάτων    και   εκ-
φράζονται συναρτήσει ενός 
μόνο αγνώστου λ, ο οποίος 
υπολογίζεται από την πληρο-
φορία β γ.⊥



  

β // α




α 0≠




β λα=




λ∈

u β γ= +


 

γ u β u λα.= − = −


  

β


γ

α
 β



γ
u
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48. Δίνονται τα διανύσματα  για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 
     και       

 Να αποδείξετε ότι: 

 i)        

 ii)  
 iii) αν για το διάνυσμα  ισχύουν οι σχέσεις 

    και       

  τότε         
 

 
 

Λύση 
 
 

i) Έχουμε    
 

 Άρα,   

 

                           
 
 

ii) Aποδείξαμε ότι  

 

 Δηλαδή,                               
     

  

 

 
 Επομένως,  

 
 
 

  

α, β, γ
 

α 2, β 8, γ 5= = =
 

− =3α β 2γ.
 

( )− =
2

3α β 100


⊥α β


δ


( )+δ β // α
   ( )δ 4α β ,⊥ +

 

= −δ 4α β.
 

3α β 2γ.− =


 

( ) ( )
2 2 23α β 2γ 4γ



  

− = =

2 24 γ 4 5 100.

= = ⋅ =

( )23α β 100.− =




2 29α β 6α β 100+ − ⋅ =
 

 

229 α β 6α β 100⇔ + − ⋅ =
 

 

2 29 2 8 6α β 100⇔ ⋅ + − ⋅ =




6α β 0⇔ − ⋅ =




α β 0.⇔ ⋅ =




α β.⊥
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iii) Έχουμε  
   και    

 Άρα, υπάρχει   τέτοιος, ώστε   

 
 δηλαδή  

 
 Όμως,   

 

 Επομένως,  
 

 ή ισοδύναμα  
            

         

                                     
 Άρα,    

 
 
49. Δίνονται τα διανύσματα 

     και       
  Να βρείτε: 
  i) το εσωτερικό γινόμενο   

  ii) τις συντεταγμένες του διανύσματος . 

 
Λύση 
 
i) Γνωρίζουμε ότι 

 
 Όμως, 

 
 Άρα, 

 

( )δ β // α+
 



α 0.≠




λ∈

δ β λα,+ =
 



δ λα β.= −
 



( )δ 4α β .⊥ +
 



( )δ 4α β 0⋅ + =
 



( ) ( )λα β 4α β 0− ⋅ + =
 

  2 24λα λα β 4α β β 0⇔ + ⋅ − ⋅ − =
  

  

224λ α λ 0 4 0 β 0




⇔ ⋅ + ⋅ − ⋅ − =

2 24λ 2 8 0 λ 4.⇔ ⋅ − = ⇔ =

δ 4α β.= −
 



( )=α 1, 2 ( )=β 7, 4 .


⋅ αα προβ β


απροβ β


αα β α προβ β.⋅ = ⋅ 

 

 

α β 1 7 2 4 15.⋅ = ⋅ + ⋅ =




αα προβ β 15.⋅ =
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ii) Παρατηρούμε ότι 
    και       

 Άρα, 
 

 για κάποιο . 
 Όμως, στο ερώτημα  i)   αποδείξαμε ότι 

 
 Δηλαδή, 

 
 ή ισοδύναμα 

 
 και τελικά 

 
 Επομένως, 

 

 

 
 
 50. Έστω   και   δύο μη μηδενικά διανύσματα τέτοια, ώστε 

     και       

 i) Να αποδείξετε ότι   

 ii) Nα αποδείξετε ότι   

 iii) Nα βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων    και    
 
 

Λύση 
 

i) Έχουμε  

 

 Άρα, 

                       

                                                     (1) 

απροβ β // α





α 0.≠




( ) ( )απροβ β λα λ 1, 2 λ, 2λ= = =





λ∈

αα προβ β 15.⋅ =





1 λ 2 2λ 15⋅ + ⋅ =

5λ 15=

λ 3.=

( ) ( )απροβ β 3, 2 3 3, 6 .= ⋅ =



α β


=β
1προβ α β
2




=α
3προβ β α.
2


 

⋅ = =
2 21 3α β β α .

2 2
  

=β α 3.
 

α β.


β
1προβ α β.
2

=





β
1β προβ α β β
2

 ⋅ = ⋅  
 



  

 21β α β
2

⇔ ⋅ =
 



21α β β
2

⇔ ⋅ =
 



Μεθοδολογία 
Το διάνυσμα  είναι 
παράλληλο προς το διάνυσμα 

 Επομένως, 
 

για κάποιο . 
Η εύρεση του λ προκύπτει από την 
αξιοποίηση της ιδιότητας 

 

απροβ β


α 0.≠




απροβ β λα=





λ∈

αα β α προβ β.⋅ = ⋅ 

 

 

απροβ β


β


α  



Διανύσματα  109 
 

 Επίσης, από τη σχέση  

 

 προκύπτει ότι 

    

   (2) 

 Aπό τις σχέσεις  (1)  και  (2)  συμπεραίνουμε ότι 

 

 
ii) Στο ερώτημα  i)  αποδείξαμε ότι  

 

 Δηλαδή, 

 

 και τελικά 
 

 
iii) Αν  είναι η γωνία των    και   , τότε έχουμε 

 

 Όμως, 

 και     

 Επομένως, 

 

 Και επειδή 
 

 συμπεραίνουμε ότι 

  

α
3προβ β α
2

=





α
3α προβ β α α
2

 ⋅ = ⋅  
 





   23α β α
2

⇔ ⋅ =


 

23α β α
2

⇔ ⋅ =


 

2 21 3α β β α .
2 2

⋅ = =
 

 

2 21 3β α .
2 2

=




2 2β 3 α=




β α 3.=




ϑ α
 β



α βσυν .
α β
⋅

ϑ =
⋅









23α β α
2

⋅ =


  β α 3.=




23 α 32συν .
2α α 3

ϑ = =
⋅



 

0 π≤ ϑ ≤

π .
6

ϑ =
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51. Έστω διανύσματα α, β


  για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις:  

α 1, β 2 και α β 3.= = + ≥
 

   

 Να αποδείξετε ότι:  
 i)   α β 2⋅ =





        ii) β 2α=




 
 
 

Λύση 
 

i)  Έχουμε 
α β 3+ ≥



  

 Επίσης, σύμφωνα με την τριγωνική ανισότητα, 
ισχύει 

α β α β 1 2 3.+ ≤ + = + =
 

   

 Από τα παραπάνω, συμπεραίνουμε ότι 
α β 3.+ =



  

 Οπότε, 

( )22
2

2 2

22

α β 3 α β 9

α β 2α β 9

α β 2α β 9

2α β 4 α β 2.

+ = ⇔ + =

⇔ + + ⋅ =

⇔ + + ⋅ =

⇔ ⋅ = ⇔ ⋅ =

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ii) H σχέση που αποδείξαμε στο ερώτημα i) γρά-
φεται 

α β α β β α.⋅ = ⋅ ⇔ ↑↑
  

    

 Επομένως, β 2α↑↑


 . 

 Και επειδή β 2 α 2α= =


  , συμπεραίνουμε ότι 

β 2α.=


  

 
 
 
 
 

Σχόλιο 
Γνωρίζουμε τα μέτρα των 
διανυσμάτων α

  και β.


 Οπό-

τε, για να βρούμε το α β⋅


 , 
(αφού δεν ξέρουμε τη γωνία 
των α,β)



 , αρκεί να βρούμε 
το μέτρο ενός γραμμικού 
συνδυασμού των α και β.



  
Είναι λοιπόν λογικό να 
στραφούμε στον υπολογι-
σμό του α β+



 , αφού ήδη 

γνωρίζουμε ότι  
α β 3.+ ≥



  

 
 
 
 
Σχόλιο 
Για να αποδείξουμε ότι 
β 2α,=


  αρκεί να αποδείξου-
με ότι  

β 2α↑↑


  και β 2α .=
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 52. Έστω διανύσματα α, β, γ


 

 τέτοια, ώστε 

α β γ 1= = =


 

 και α β β γ 2⋅ + ⋅ =
 

 

 

 Να αποδείξετε ότι α β γ.= =


   
 
Λύση 
 

α΄ τρόπος:  
Έχουμε  

α β β γ 2⋅ + ⋅ =
 

 

α β συν α,β β γ συν β, γ 2
∧ ∧   

⇔ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =   
   

   

     

     συν α,β συν β, γ 2.
∧ ∧   

⇔ + =   
   

 

   

               συν α,β 1
∧ 

⇔ = 
 



  και συν β, γ 1
∧ 

= 
 



 . 

διότι 

                                        συν α,β 1
∧ 

≤ 
 



    και   συν β, γ 1
∧ 

≤ 
 



  

Οπότε,  

α,β 0
∧ 

= ⇔ 
 



 α β↑↑


    και     β, γ 0
∧ 

= ⇔ 
 





β γ.↑↑


  

Επιπλέον  
α β γ= =



    

και συνεπώς  
α β γ.= =



   
 

β΄ τρόπος:  
Έχουμε 

                   ( ) ( )2 22 2

α β β γ α β β γ− + − = − + −
   

         

                                              
( )

2 2 2

22 2

α 2α β β β 2β γ γ

α 2 β γ 2 α β β γ 1 2 1 2 2 0.

= − ⋅ + + − ⋅ +

= + + − ⋅ + ⋅ = + + − ⋅ =

   

   

  

  

 

Άρα,  
α β 0 α β 0− = ⇔ − =

  

    και      β γ 0 β γ 0.− = ⇔ − =
  

   

Δηλαδή,   
α β γ.= =



   

Σχόλιο 
Τα διανύσματα α,β, γ



   
έχουν ίσα μέτρα. Οπότε 
για να αποδείξουμε ότι 
είναι ίσα, αρκεί να 
αποδείξουμε ότι είναι 
ομόρροπα. 
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53. i) Να αποδείξετε ότι για όλα τα διανύσματα α  και β


 ισχύει η 
σχέση 

⋅ ≤ ⋅α β α β .
    

 ii) Αν για τους πραγματικούς αριθμούς x, y  ισχύει η σχέση   
2 2x y 9+ = , 

  να αποδείξετε ότι 
+ ≤3x 4y 15.  

  και ότι η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν 4x 3y.=  
 

Λύση 
 

i) •  Αν  τα διανύσματα  α
   και  β



 είναι μη μηδενικά, τότε 

α β α β συνφ,⋅ = ⋅ ⋅
 

 

   όπου  
 

( )φ α , β .
∧

=


  

   Επομένως, η ζητούμενη σχέση ισοδύναμα γράφεται 

α β συνφ α β⋅ ⋅ ≤ ⋅
 

  α β συνφ α β⇔ ⋅ ⋅ ≤ ⋅
 

 

συνφ 1.⇔ ≤  

 Και επειδή η τελευταία σχέση είναι αληθής, συμπεραίνουμε ότι το ίδιο    
ισχύει και με την ισοδύναμη προς αυτή ζητούμενη σχέση. 

 •  Αν  α 0=


   ή  β 0=
 

, τότε 

α β 0⋅ =


    και    α β 0⋅ =


 . 

   Επομένως, η ζητούμενη σχέση προφανώς ισχύει και μάλιστα ως ισότητα. 

 Άρα, για όλα τα διανύσματα α
   και  β



 ισχύει η σχέση  

α β α β⋅ ≤ ⋅
 

 

. 

 
ii) Θεωρούμε τα διανύσματα     

( ) ( )α 3, 4 , β x, y= =


  

 και παρατηρούμε ότι       

3x 4y α β .+ = ⋅




 

 Όμως, σύμφωνα με το ερώτημα i) έχουμε 

 2 2 2 2α β α β 3 4 x y 25 9 15.⋅ ≤ ⋅ = + ⋅ + = ⋅ =
 

 

 

Παρατήρηση 
Η  παράσταση  

3x 4y+  
είναι το εσωτερικό γινό-
μενο των διανυσμάτων  

( )α 3, 4=
  

και  
( )β x, y .=
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 Άρα,  
3x 4y 15.+ ≤  

 Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν   
α β α β⋅ = ⋅
 

 

 

α β α β⇔ ⋅ = ⋅
 

 

      ή     α β α β⋅ = − ⋅
 

 

. 

 Δηλαδή, αν και μόνο αν  
α β↑↑



       ή      α β↑↓


 . 
 Τελικά αν και μόνο αν  

( )α // β det α,β 0⇔ =
 

 
3 4

0
x y

⇔ = 3y 4x 0⇔ − = 4x 3y.⇔ =  

 
 

Προτεινόμενες Ασκήσεις 
 
 

103. Έστω α,β


  δύο διανύσματα τέτοια, ώστε 

α 1, β 2= =




    και     ( ) πα , β .
4

∧
=





 

 Να βρείτε τα εσωτερικά γινόμενα: 
 i) α β⋅



        ii) ( ) ( )2α 3β⋅




 

 iii) β β⋅
 

        iv) ( )β α 6β⋅ −
 

 . 
 

104. Έστω α,β


  δύο διανύσματα τέτοια, ώστε 

α 8, β 3= =




    και   ( ) 2πα , β .
3

∧
=





 

 Να βρείτε τα εσωτερικά γινόμενα: 
 i) α β⋅



        ii) ( )α 2β⋅ −




 

 iii) 2α
         iv) ( ) ( )α β α β+ ⋅ −

 

  . 

 
105. Έστω α,β



  δύο διανύσματα τέτοια, ώστε 

α 2=
      και      ( ) πα , β

2

∧
=





. 

 Να βρείτε τα εσωτερικά γινόμενα: 
 i) α β⋅



         ii) ( )α α 4β .⋅ +
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106. Αν για τα διανύσματα α,β


  ισχύουν οι σχέσεις 

α 3=
   και   ( )α α β⊥ +



 

, 

 να βρείτε τα εσωτερικά γινόμενα: 

 i) ( )α α β⋅ +


 

      ii) α β⋅


   

 iii) ( ) ( )2α α β⋅ −


 

. 

 
107. Έστω α,β



  δύο διανύσματα τέτοια, ώστε 

α 2, β 3= =




  και   α β.↑↓


  

 Να βρείτε τα εσωτερικά γινόμενα: 

 i) α β⋅


         ii) ( ) ( )α 2β 3α β .+ ⋅ −
 

 

 

 

108. Έστω α,β


  δύο διανύσματα τέτοια, ώστε 

α 4, β 2= =




  και   α β.↑↑


  

 Να βρείτε τα εσωτερικά γινόμενα: 

 i) α β⋅


         ii) ( ) ( )α 2β α β .− ⋅ +
 

 

 
 

109. Έστω α, β


   δύο διανύσματα τέτοια, ώστε 

α 2, β 4= =




  και   ( ) πα , β .
3

∧
=





 

 Να βρείτε: 
 i) το εσωτερικό γινόμενο α β⋅



         

 ii) τον  κ∈  για τον οποίο τα διανύσματα u 2α β= +


   και  v α κβ= +


   είναι 
κάθετα μεταξύ τους 

  iii) το μέτρο του διανύσματος u 4v,+
 

 αν είναι 1κ
2

= − . 

 

110. Αν για τα διανύσματα α, β,  γ


   ισχύουν οι σχέσεις 

( )β α γ⊥ +


    και    ( )γ α β⊥ −




 

 να αποδείξετε ότι 

( )α β γ .⊥ +
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111. Δίνονται τα διανύσματα 

( )α 3, 2=
   και    ( )β 4, 3 .=



 

 i) Να βρείτε το διάνυσμα  u  για το οποίο ισχύουν οι σχέσεις 

α u⊥
     και    β u 1⋅ =



 . 

 ii) Να βρείτε την τιμή  του λ∈  έτσι, ώστε να ισχύει η σχέση 

( )u / / α λβ+




. 

 
112. Δίνονται τα διανύσματα  

( )α 1, 4= −
   και    ( )β 3,1 .=



 

 Να βρείτε: 

 i) τα εσωτερικά γινόμενα α β⋅


   και  ( )2α β+




 
⋅  

 ii) τον πραγματικό αριθμό κ για τον οποίο τα διανύσματα α β+


  και α κβ−


     

είναι κάθετα μεταξύ τους. 
 

113. Να βρείτε τα διανύσματα που είναι κάθετα στο διάνυσμα  
( )u 2, 1=

  

 και έχουν μέτρο τριπλάσιο από το μέτρο του u.  
 

114. Αν για τα διανύσματα α,β


  ισχύουν οι σχέσεις 

( ) ( )α β 5, 0 και α β 3, 4+ = − = −
 

   

  να αποδείξετε ότι  α β.⊥


   
 
 
115. Δίνονται τα σημεία  

( )Α 0,1   και  ( )Β 2, 9 .  

 Να βρείτε το σημείο Μ του άξονα x x′  για το οποίο ισχύει: 

 i) ΑΒ ΑΜ⊥
 

     ii)   ΜΑ ΜΒ 8.⋅ =
 

 

 

( )α β−
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116. Δίνονται τα σημεία  

( ) ( )Α 0, 3 , Β 1, 0−   και  ( )Γ 1, 0 .  

 i) Να αποδείξετε ότι τα Α, Β, Γ είναι κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου.  
 ii)  Να βρείτε το σημείο Μ για το οποίο ισχύει η σχέση 

ΑΜ 4ΒΜ 2ΓΜ 0.+ + =
   

 
 iii) Να αποδείξετε ότι   

ΜΑ ΜΓ.⊥
 

 
 
117. Δίνεται το τραπέζιο ΟΑΒΓ με  

( ) ( )Ο 0, 0 , Α x, 0 , ( )B 2, 8   και  ( )Γ 0, 8  

 όπου x σταθερός θετικός αριθμός. Αν για το μέσο Μ της ΟΓ  ισχύει η σχέση  

ΜΑ ΜΒ⊥
 

, 
 να αποδείξετε ότι: 

 i) x 8=        ii) 
2

ΟΓ 4ΟΑ ΓΒ.= ⋅
  

 
 

 
118. Να βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων 

     και        

 
119. Δίνονται τα διανύσματα  

  και     

 Να βρείτε τον  έτσι, ώστε να ισχύει: 

 i)       ii)   ( ) πα , β .
3

∧
=





 

 
120. Έστω δύο διανύσματα α, β



  τέτοια, ώστε  

α 2, β 3= =




   και   ( ) πα , β .
2

∧
=





 

 Αν είναι  u 3α 2β= +


 , να βρείτε: 

 i) τα εσωτερικά γινόμενα α β⋅


   και α u⋅
   

 ii)  το μέτρο του διανύσματος u  
 iii) τη γωνία των διανυσμάτων α

  και u . 
 

( )α 3, 3= −
 ( )β 1, 3 .=



( )α 2, 0=
 ( )β κ, 3 .=



κ∈

α β⊥
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121. Έστω δύο διανύσματα α
 , β


  τέτοια, ώστε 

α 3, β 1= =




   και   ( ) πα , β .
3

∧
=





 

 Αν είναι  u α 3β,= +




 να βρείτε: 

 i) τα εσωτερικά γινόμενα α β⋅


   και α u⋅
   

 ii)  το μέτρο του διανύσματος u  

 iii) τη γωνία των διανυσμάτων α
  και u . 

 
122. Δίνονται τα διανύσματα  

( ) ( )α 1,1 και β 1 x,1 x ,= = + −


  

 όπου x σταθερός πραγματικός αριθμός. 
 Αν | β | 2 2=



 και το διάνυσμα β


 σχηματίζει με τον άξονα x x′ γωνία φ τέτοια, 

ώστε π φ π
2
< <  να βρείτε: 

i) τo διάνυσμα β


 

ii) τη γωνία θ των διανυσμάτων α


 και β


. 

 
123. Έστω α, β, γ



   τρία διανύσματα τέτοια, ώστε: 

α β γ 1= = =


 

 και    α β β γ 2⋅ + ⋅ =
 

  . 

 i) Nα βρείτε τις γωνίες  

( )α , β
∧ 
     και ( )β , γ .

∧
  

 ii) Nα αποδείξετε ότι  α β γ.= =


 

 
 
  124. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ τέτοιο, ώστε 

 και     ( ) πΑΒ, ΑΓ .
4

∧
=

 

 

 Να βρείτε τα εσωτερικά γινόμενα: 

 i)        ii)     
 iii)       iv) . 
 

ΑΒ 2, ΑΓ 3= =
 

ΑΒ ΑΓ⋅
 

2ΑΒ ΓΑ⋅
 

2

ΑΒ


ΑΒ ΒΓ⋅
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 125. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ τέτοιο, ώστε 

   και     ( ) πΑΒ, ΑΓ .
3

∧
=

 

 

 i) Nα βρείτε το εσωτερικό γινόμενο  . 
 ii) Nα υπολογίσετε το μέτρο του διανύσματος  
 iii) Έστω Μ το μέσον της ΒΓ και σημείο Ν τέτοιο, ώστε 

  για  κάποιο   
  Να βρείτε την τιμή του λ έτσι, ώστε  

 
 
126. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές τα σημεία 

Α(2, 3),    Β(1, 1)   και   ( )Γ 2 2 3, 3 3 .+ −  

 Να αποδείξετε ότι: 

i) το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Α 

ii) Γ 30 .
∧

=   
 
127. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ τέτοιο, ώστε 

 και     

 όπου  δύο διανύσματα για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 

  και    ( ) πα , β .
3

∧
=





 

 i) Να αποδείξετε ότι το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο. 
 ii) Να υπολογίσετε τα μήκη των διαγωνίων του ΑΒΓΔ. 
 
 

128. Έστω  δύο διανύσματα τέτοια, ώστε: 

     και       ( ) 2πα , β .
3

∧
=





 

 Αν  είναι  να βρείτε: 

 i) το        ii) τις γωνίες ( )α , γ
∧
   και ( )β , γ

∧
 . 

 

ΑΒ 1, ΑΓ 2= =
 

ΑΒ ΑΓ⋅
 

ΒΓ.


ΑΝ λΑΓ=
 

λ .∈

ΑΜ ΜΝ.⊥
 

ΑΒ α 2β= +
 



ΑΔ 3α β= −
 



α, β




α 1, β 2= =




α, β




α 2 β 1= =




γ α 2β,= +




γ
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129. Δίνονται τα διανύσματα 

   και    . 

 i) Nα βρείτε το διάνυσμα  για το οποίο ισχύουν οι σχέσεις 

    και     . 

 ii) Nα γράψετε το διάνυσμα   ως γραμμικό συνδυασμό των διανυσμάτων  
και . 

 

 

130. Δίνονται τα διανύσματα  

( ) ( )α 1, 2 και β 4, 7 .= − =


  

i) Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα α


 και β


 δεν είναι συγγραμμικά. 

ii) Να αναλύσετε το διάνυσμα β


 σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες από 

τις οποίες η μια να είναι παράλληλη προς το διάνυσμα α


. 
 

131. Αν για τα διανύσματα α και β


  ισχύει η σχέση 

α β 2 α β⋅ = −
 

   

 να αποδείξετε ότι 

α β 2.+ ≥


  

 
132. Έστω  τρία διανύσματα για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 

 και     

 Να αποδείξετε ότι: 

 i)     ii)   

 iii)       iv)   

 

 

( )α 1, 4= −
 β (0,1)=



u

( )u α β⊥ +




β u 4⋅ =




u α


β


α, β, γ


 

α β γ 0+ + =
 

 

β γ
α .

2 3
= =







α β α β+ = +
 

 

α β↑↑




1α β
2

=




γ 3α.= −
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133. Έστω  τρία διανύσματα τέτοια, ώστε  

      και     . 

 Να αποδείξετε ότι: 

 i)      ii)  

iii)  

 

134. Aν για τα διανύσματα   ισχύουν οι σχέσεις 

     και      , 

 να αποδείξετε ότι: 

 i)    ii)  

 
135. i) Nα αποδείξετε ότι για όλα τα διανύσματα  και  ισχύει η σχέση 

 

 ii) Αν για τα διανύσματα ,  ισχύουν οι σχέσεις 

, 

  να αποδείξετε ότι 

 

 

136. Nα αποδείξετε ότι: 

 i)    

 ii)  

 iii)  αν ισχύει η σχέση   

, 

  τότε  

. 

 

α, β, γ


 

α 1,=
 β γ 2= =





α β γ 0+ + =
 

 

α β 2+ =


 1α β
2

⋅ = −




9α β β γ γ α .
2

⋅ + ⋅ + ⋅ = −
 

  

α, β, γ


 

α β γ 1= = =


 

α β γ 0+ + =
 

 

1α β β γ γ α
2

⋅ = ⋅ = ⋅ = −
 

   α β β γ γ α 3.− = − = − =
 

  

α


β


2 2 22α β α β 2 α 2 β .+ + − = +
  

  

α


β


α β α β 1= = + =
 

 

α β 3.− =




2 2 22α β α β 2 α 2 β+ + − = +
  

  

2 2

α β α β 4α β+ − − = ⋅
  

  

α β α β 4+ + − =
 

 

α β α β α β+ − − = ⋅
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 iv) αν ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο με κέντρο το σημείο Ο 
και ακτίνα ρ και ισχύει η σχέση  

, 
   τότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. 

 
137. Έστω ,  δύο διανύσματα για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 

. 

 i) Nα υπολογίσετε το  

 ii) Να αποδείξετε ότι    

 
138. Έστω  δύο διανύσματα για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις: 

 και       

 i) Nα αποδείξετε ότι: 

  α)     β)  

 ii) Αν η γωνία των διανυσμάτων    και    είναι  πθ ,
3

=  τότε: 

  α) να αποδείξετε ότι   

  β) να βρείτε τα μέτρα των διανυσμάτων    και   

 
139. Έστω   δύο διανύσματα τέτοια, ώστε 

 και       ( ) πα, β .
3

∧
=



  

 i) Nα βρείτε το εσωτερικό γινόμενο . 

 ii) Αν για το διάνυσμα  ισχύουν οι σχέσεις 

        και     , 

  να αποδείξετε ότι: 

  α)     β)  

  

ΟΑ ΟΒ ΟΓ 0+ + =
   

α


β


( ) ( ) ( )β α β α β α β 0⋅ − = − ⋅ + =
   

  

α β .−




α β.=




α, β




α β 1− =




α β 2.+ =




22 5α β
2

+ =


 3α β .
4

⋅ =




α β−




α β+




( ) ( )α β α β 1− ⋅ + =
 

 

α, β




α 2β.+




α,β




α β 1= =




α β⋅




δ


( )δ β / /α−
 

 3δ
2

=


1δ α β
2

= − +
 



α δ.⊥
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140. Έστω α,β, γ


   τρία μοναδιαία διανύσματα για τα οποία ισχύει η σχέση 

α β 2β γ 2γ α 3⋅ + ⋅ + ⋅ = −
 

   . 
 Να αποδείξετε ότι:  
 i) α β 2γ 0+ + =

 

        ii) α β 2+ =


  

 iii) α β=


  
  
141. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με  

( ) ( )Α 0, 3 , Β 9, 0−   και   ( )Γ γ, 0  

 όπου  γ  σταθερός θετικός πραγματικός αριθμός. Αν ισχύει η σχέση 

ΑΒ 3 ΑΓ=
 

, 

 τότε: 
 i) να βρείτε την τιμή του γ 
 ii) να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Δ και Ε για τα οποία ισχύουν οι 

σχέσεις 

ΑΔ 3ΑΓ=
 

     και       ΒΓ 2ΓΕ=
 

 

 iii)  να αποδείξετε ότι ΔΒ ΔΕ⊥
 

. 

 
142. Δίνεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΟΑΒΓ  με   

( ) ( ) ( )Ο 0, 0 , Α 4, 0 , Β 4, κ  

 και ( )Γ 0, κ , όπου κ σταθερός θετικός αριθμός. Θεωρούμε το σημείο Δ για το 
οποίο ισχύει η σχέση 

ΟΔ 3ΔΒ.=
 

 
 Να αποδείξετε ότι: 

 i) οι συντεταγμένες του σημείου Δ είναι 
3κ3,
4

 
 
 

 

 ii) αν Ε είναι το μέσον του ΟΑ και ισχύει η σχέση, ΓΔ ΔΕ,⊥
 

 τότε το 
ορθογώνιο ΟΑΒΓ είναι τετράγωνο.  

 
143. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με  

( ) ( )Α 0, 4 , Β 2, 0    και    ( )Γ α, β  

 και τέτοιο, ώστε οι διάμεσοί  του  ΒΔ  και  ΓΕ  να είναι κάθετες μεταξύ τους.  
 Να αποδείξετε ότι:  

 i) 2 2α β 5α 2β 4+ = − +     ii) ( ) ( ) ( )2 2 2ΑΒ ΑΓ 5 ΒΓ .+ =  
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144. Έστω α, β, x


   τρία διανύσματα για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 

α 1,=


       α x⊥
      και     β x 2 0⋅ + =



 . 

 Να αποδείξετε ότι: 

 i) x 0≠


  

 ii) τα διανύσματα α
  και  β



 δεν είναι συγγραμμικά 

 iii) αν ισχύει η σχέση x κα λβ,= +




 τότε  κ 3λ 0.+ =  

 
145. Έστω Α και Β δύο σημεία  του επιπέδου τέτοια, ώστε  

( )ΑΒ 8.=  
 i) Aν Κ είναι το μέσο του ΑΒ, να αποδείξετε ότι για κάθε σημείο Μ του 

επιπέδου ισχύει η σχέση  
2

ΜΑ ΜΒ ΜΚ 16⋅ = −
  

. 

 ii) Nα βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία 
ισχύει η σχέση 

ΜΑ ΜΒ 9.⋅ =
 

 

 

146. Δίνονται τα διανύσματα  

( )α 1, 3=
   και   ( )β x, y=



 
 τα οποία είναι κάθετα  μεταξύ τους. 
 i) Να αποδείξετε ότι x 3y.= −  
 ii) Να βρείτε τα διανύσματα u  για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 

u α β= +


    και    u 20.=
  

 

147. i) Nα αποδείξετε ότι για όλα τα διανύσματα  και   ισχύει η σχέση 

 

 ii) Αν για τους πραγματικούς αριθμούς x, y ισχύει η σχέση 
, 

  να αποδείξετε ότι 
 

  και η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν x 2y.=  

α β 3,⋅ =




α


β


α β α β .⋅ ≤ ⋅
 

 

2 2x y 5+ =

2x y 5.+ ≤
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148. Δίνονται τα διανύσματα 

    και    . 

 Να βρείτε: 

 i) το εσωτερικό γινόμενο  

 ii) τις συντεταγμένες του διανύσματος  

 
149. Δίνονται τα διανύσματα  
                                ( ) ( )α 4, 6 και β x, x 6 ,= = +

 

 
 όπου x σταθερός πραγματικός αριθμός τέτοια, ώστε 

                                           ( )α
προβ β 2, 3 .=



  

i) Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο α β.⋅
 

 

ii) Να βρείτε το διάνυσμα β


.  

 iii) Να αναλύσετε το διάνυσμα β


 σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες από 

τις οποίες η μια να είναι παράλληλη προς το διάνυσμα α


 

 

150. i) Aν  α, β


  είναι δύο μη μηδενικά διανύσματα, να αποδείξετε ότι 

α 2

α βπροβ β α.
α
⋅

= ⋅











 

 ii) Δίνεται το παραλληλόγραμμο ΟΑΒΓ, όπου Ο η αρχή των αξόνων,  

( )Α 8, 2    και    ( )Γ 1, 4 .−  

  α) Να αποδείξετε ότι το παραλληλόγραμμο ΟΑΒΓ είναι ορθογώνιο. 

  β) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Β. 

  γ) Αν Δ είναι η προβολή του Α πάνω στην ΟΒ, να εκφράσετε το διάνυσμα 

ΟΔ


 ως γραμμικό συνδυασμό των διανυσμάτων  

ΟΑ α=


  και ΟΓ β.=
 

 
 

( )α 5, 4=
 ( )β 1, 1= −



αα προβ β⋅ 





απροβ β.
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151. Έστω α, β


  δύο μη μηδενικά διανύσματα για τα οποία ισχύει η σχέση 
2α 2α β.= ⋅



     

 Αν για κάποιον πραγματικό αριθμό λ ισχύει η σχέση 

( )απροβ α λβ 2α+ =



 

, 

 να αποδείξετε ότι: 

 i) τα διανύσματα α,β


  δεν είναι κάθετα μεταξύ τους 

 ii) λ 2=       iii) ( ) 2α α 2β 2α⋅ + =


  

 

 iv) 2 α α 2β .≤ +


   

 

152. Έστω Ο η αρχή των αξόνων και Α, Β, Γ τρία σημεία του επιπέδου για τα οποία 

ισχύουν οι σχέσεις 

( )ΟΑ
προβ ΟΓ 1, 2= −



     και     ( )ΟΒ
προβ ΟΓ 2,1 .=



 

 i) Να αποδείξετε ότι   

ΟΑ ΟΒ.⊥
 

 

 ii) Nα βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Γ. 

 

153. Έστω α, β


  δύο μη μηδενικά διανύσματα τέτοια, ώστε 

21α β α
4

⋅ = −


       και     α 2 β .=




 

 Αν για κάποιον πραγματικό αριθμό λ ισχύει η σχέση 

( )α

1προβ α λβ α
λ

+ =



  , 

 να αποδείξετε ότι: 

 i) λ 2=       ii) ( ) 21α α 2β α
2

⋅ + =


    

  iii) α 2β α+ =


 

     iv) ( ) πα, α 2β .
3

∧
+ =
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Ερωτήσεις Θεωρίας 
 
1. Τι ονομάζουμε διάνυσμα; 
 

2. Ποιο διάνυσμα λέγεται μηδενικό διάνυσμα; 
 

3. Τι ονομάζουμε μέτρο ή μήκος ενός διανύσματος  
 

4. Ποιο διάνυσμα λέγεται μοναδιαίο διάνυσμα; 
 

5. Τι ονομάζουμε φορέα ενός μη μηδενικού διανύσματος;  
 

6. Πώς ορίζουμε τον φορέα του μηδενικού διανύσματος ΑΑ;


 
 

7. Πότε δύο μη μηδενικά διανύσματα AB


 και ΓΔ


 λέγονται παράλληλα ή συγγραμ-
μικά; 

 

8. Πότε δύο μη μηδενικά διανύσματα AB


 και ΓΔ


 λέγονται ομόρροπα και πότε 
αντίρροπα; 

 

9. Πότε δύο μη μηδενικά διανύσματα λέγονται ίσα; 
 

10. Πότε δύο διανύσματα λέγονται αντίθετα; 
 

11. Τι ονομάζουμε γωνία δύο μη μηδενικών διανυσμάτων α και β;


  
 

12. Με τι ισούται η γωνία θ δύο διανυσμάτων α και β,


  όταν αυτά είναι ομόρροπα 
και με τι όταν αυτά είναι αντίρροπα; 

 

13. Πότε λέμε ότι δύο διανύσματα α και β


  είναι ορθογώνια ή κάθετα; 
 

14. Πώς προσθέτουμε ν διανύσματα 1 2 να ,α ,..., α ;
    

 

15. Τι ονομάζουμε διάνυσμα θέσεως  ή διανυσματική ακτίνα ενός σημείου Μ ως 
προς ένα σταθερό σημείο αναφοράς Ο; 

 

16. Να αποδείξετε ότι κάθε διάνυσμα είναι ίσο με τη διανυσματική ακτίνα του 
πέρατος μείον τη διανυσματική ακτίνα της αρχής. 

 

17. Να διατυπώσετε την τριγωνική ανισότητα στη γλώσσα των διανυσμάτων. 
 

18. Να δώσετε τον ορισμό του γινομένου ενός πραγματικού αριθμού λ με ένα 
διάνυσμα α.

  
 

19. Τι ονομάζουμε γραμμικό συνδυασμό δύο διανυσμάτων α
  και β;



 
 
 

AB;
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20. Αν Μ είναι το μέσο ενός τμήματος ΑΒ, να αποδείξετε ότι για κάθε σημείο Ο 
ισχύει η σχέση 

ΟΑ ΟΒΟΜ .
2
+

=

 



 
 

21. Τι ονομάζουμε άξονα με αρχή το Ο και μοναδιαίο διάνυσμα ΟΙ i ;=
 

 
 

22. Τι ονομάζουμε τετμημένη ενός σημείο Μ που βρίσκεται σε έναν άξονα x x;′  
 

23. Τι ονομάζουμε καρτεσιανό επίπεδο; 
 

24. Τι ονομάζουμε συνιστώσες, τι τετμημένη και τι τεταγμένη ενός διανύσματος α
  

του καρτεσιανού επιπέδου; 
 

25. Αν ( )1 1α x , y=
  και ( )2 2β x , y=



, να αποδείξετε ότι: 

 ● ( )1 2 1 2α β x x , y y+ = + +


  
 ● ( )1 1λα λx , λy , λ= ∈

   
 
 

26. Αν ( ) ( )1 1 2 2Α x , y και Β x , y  είναι δύο σημεία του καρτεσιανού επιπέδου και 
( )M x, y  είναι το μέσο του ΑΒ, να αποδείξετε ότι: 

1 2 1 2x x y yx και y .
2 2
+ +

= =  
 

27. Αν ( )1 1A x , y  και ( )2 2B x , y  είναι δύο σημεία του καρτεσιανού επιπέδου, να 
αποδείξετε ότι 

( )2 1 2 1AB x x , y y .= − −


 
 

28. Αν ( )α x, y=
 , να αποδείξετε ότι 2 2α x y .= +

  
 

29. Να αποδείξετε ότι η απόσταση των σημείων ( ) ( )1 1 2 2A x , y και Β x , y  είναι ίση 

με ( ) ( ) ( )2 2

2 1 2 1AB x x y y .= − + −  
 

30. Τι ονομάζουμε ορίζουσα των διανυσμάτων ( )1 1α x , y=
  και ( )2 2β x , y .=



 
 

31. Τι ονομάζουμε γωνία που σχηματίζει ένα μη μηδενικό διάνυσμα α
  με τον άξονα 

x x;′  
 

32. Τι ονομάζουμε συντελεστή διεύθυνσης ενός διανύσματος ( )α x, y=
  με x 0;≠  

 

33. Αν α
  και β



 είναι δύο διανύσματα με συντελεστές διεύθυνσης 1λ  και 2λ  

αντιστοίχως, να αποδείξετε ότι 1 2α / / β λ λ .⇔ =
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34. Να δώσετε τον ορισμό του εσωτερικού γινομένου δύο διανυσμάτων α και β.


  
 

35. Να αποδείξετε ότι ( )α β γ α β α γ⋅ + = ⋅ + ⋅
 

   

. 
 

36. Αν α
  και β



 είναι δύο διανύσματα με συντελεστές διεύθυνσης 1λ  και 2λ  
αντιστοίχως, να αποδείξετε ότι 

1 2α β λ λ 1.⊥ ⇔ = −


  
 

37. Αν θ είναι η γωνία των διανυσμάτων ( )1 1α x , y=
  και ( )2 2β x , y=



, να αποδείξετε 

ότι 1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 2 2

x x y yσυνθ .
x y x y

+
=

+ +
 

 

 

38. Έστω α, ν
   δύο διανύσματα του επιπέδου με α 0≠



 . Τι ονομάζουμε προβολή του 
ν
  στο α;



 
 

39. Αν α, ν
   είναι δύο διανύσματα του επιπέδου με ν 0,≠



  να αποδείξετε ότι  

αα ν α προβ ν.⋅ = ⋅ 

     
 
 

Ερωτήσεις Σωστού-Λάθους 

 
1. Στη Γεωμετρία το διάνυσμα ορίζεται ως ένα προσανατολισμένο 

ευθύγραμμο τμήμα. Σ Λ 
 

2. Μηδενικό διάνυσμα λέγεται το διάνυσμα που η αρχή και το πέρας του 
συμπίπτουν. Σ Λ 

 

3. Αν ένα διάνυσμα  έχει μέτρο 1, τότε λέγεται μοναδιαίο διάνυσμα. Σ Λ 
 

4. Το μηδενικό διάνυσμα έχει άπειρους φορείς. Σ Λ 
 

5. Η απόσταση των άκρων ενός διανύσματος ΑΒ


 λέγεται φορέας του ΑΒ


. Σ Λ 
 

6. Δύο μη μηδενικά διανύσματα λέγονται παράλληλα ή συγγραμμικά, αν 
και μόνο αν έχουν τον ίδιο φορέα. Σ Λ 

 

7. Δύο μη μηδενικά διανύσματα λέγονται ομόρροπα, αν και μόνο αν έχουν 
την ίδια διεύθυνση. Σ Λ 

 

ΑΒ
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8. Δύο μη μηδενικά διανύσματα λέγονται ίσα, αν και μόνο αν έχουν την 
ίδια κατεύθυνση και ίσα μέτρα. Σ Λ 

 

9. Αν δύο μη μηδενικά διανύσματα είναι ίσα, τότε είναι ομόρροπα. Σ Λ 
 

10. Αν ΑΒ ΓΔ,=
 

 τότε ΑΓ ΒΔ.=
 

 Σ Λ 
 

11. Όλα τα μοναδιαία διανύσματα είναι ίσα μεταξύ τους. Σ Λ 
 

12. Αν α β ,=




 τότε α β= ±


 . Σ Λ 
 

13. Ισχύει η ισοδυναμία α 0 α 0.= ⇔ =


   Σ Λ 
 

14. Αν Μ είναι το μέσον του ΑΒ, τότε ΜΑ ΜΒ.=
 

 Σ Λ 
 

15. Δύο διανύσματα λέγονται αντίθετα, αν και μόνο αν έχουν αντίθετη 
κατεύθυνση. Σ Λ 

 

16. Αν δύο διανύσματα είναι αντίθετα, τότε είναι αντίρροπα. Σ Λ 
 

17. Αν θ είναι η γωνία δύο μη μηδενικών διανυσμάτων, τότε 0 θ 180 .° ≤ ≤ °  Σ Λ 
 

18. Αν θ είναι η γωνία δύο μη μηδενικών και ομόρροπων διανυσμάτων, 
τότε θ 0.=  Σ Λ 

 

19. Ισχύει 0 α⊥




  για κάθε διάνυσμα α


 του επιπέδου. Σ Λ 
 

20. Για όλα τα διανύσματα α, β


 , ισχύει α β β α.+ = +
 

   Σ Λ 
 

21. Κάθε διάνυσμα είναι ίσο με τη διανυσματική ακτίνα της αρχής του, 
μείον τη διανυσματική ακτίνα του πέρατός του. Σ Λ 

 

22. Για όλα τα διανύσματα α, β


 , ισχύει α β α β .+ = +
 

 

 Σ Λ 
 

23. Για κάθε λ 0≠  και α 0≠


 , ισχύει λα α.↑↑
 

 Σ Λ 
 

24. Ισχύει η ισοδυναμία λα 0 λ 0 ή α 0.= ⇔ = =
 

   Σ Λ 
 

25. Αν λα λβ,=


  τότε α β.=


  Σ Λ 
 

26. Αν λα μα,=
 

 τότε λ μ.=  Σ Λ 
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27. Γραμμικός συνδυασμός δύο διανυσμάτων α και β


  ονομάζεται κάθε 

διάνυσμα της μορφής ν κα λβ= +


   όπου κ, λ .∈  Σ Λ 
 

28. Αν α,β


  είναι δύο διανύσματα με β 0,≠
 

 τότε α / /β α λβ, λ .⇔ = ∈
 

    Σ Λ 
 

29. Αν Μ είναι το μέσο ενός τμήματος ΑΒ, τότε για κάθε σημείο Ο ισχύει 

                                                     
ΟΒ ΟΑΟΜ .

2
−

=

 



 Σ Λ 
 

30. Δύο διανύσματα είναι ίσα αν και μόνο αν οι αντίστοιχες συντεταγμένες 
τους είναι ίσες. Σ Λ 

 

31. Αν ( ) ( )1 1 2 2Α x , y και Β x , y  είναι δύο σημεία του καρτεσιανού 

επιπέδου και ( )M x, y  είναι το μέσον του ΑΒ, τότε ισχύει 

                                      2 1 2 1x x y yx και y .
2 2
− −

= =  Σ Λ 
 

32. Αν ( )1 1A x , y  και ( )2 2B x , y ,  τότε ( )1 2 1 2AB x x , y y= − −


. Σ Λ 
 

33. Aν ( )α x, y , τότε=


 2 2α x y .= +


 Σ Λ 
  

34. H απόσταση δύο σημείων ( ) ( )1 1 2 2A x , y και Β x , y  είναι ίση με  

                                       ( ) ( ) ( )2 2

2 1 2 1AB x x y y .= − + −  Σ Λ  
 

35. Ισχύει η ισοδυναμία α / / β ⇔


 ( )det α, β 1.=


  Σ Λ 

 

36. Αν ( )α β, τότε det α, β 0.↑↓ =
 

 

 Σ Λ 

 

37. Για τη γωνία φ που σχηματίζει ένα διάνυσμα α
  με τον άξονα x x′  ισχύει 

0 φ 2π.≤ <  Σ Λ 
 

38. Ο συντελεστής διεύθυνσης του διανύσματος ( )α x, y=
  με y 0≠  είναι 

xλ .
y

=  Σ Λ 

 

39. Αν δύο διανύσματα α,β


  έχουν συντελεστές διεύθυνσης 1 2λ , λ  τότε 

ισχύει η ισοδυναμία α / /β




1 2λ λ .⇔ =  Σ Λ 
 

40. Το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων είναι διάνυσμα Σ Λ 
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41. Για όλα τα διανύσματα α,β


  ισχύει α β β α.⋅ = ⋅
 

   Σ Λ 
 

42. Αν α β⊥


 , τότε α β 0⋅ =


  και αντιστρόφως. Σ Λ 
 

43. Αν α / /β


 , τότε α β⋅


 α β= ⋅




 και αντιστρόφως. Σ Λ 
 

44. Για κάθε διάνυσμα α
  ισχύει 22α α .=

   Σ Λ 
 

45. Αν ( ) ( )1 1 2 2α x , y και β x , y ,= =


  τότε 1 2

1 2

x x
α β .

y y
⋅ =




 Σ Λ 

 

46. Υπάρχουν διανύσματα α,β


  τέτοια, ώστε ( )α β γ α β α γ.⋅ + ≠ ⋅ + ⋅
 

   

 Σ Λ 
 

47. Για οποιαδήποτε διανύσματα α, β, γ


   ισχύει ( ) ( )α β γ α γ β.⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
 

    Σ Λ 
 

48. Αν α β 0, τότε α 0 ή β 0.⋅ = = =
  

   Σ Λ 
 

49. Αν α β α γ⋅ = ⋅


    και α 0,≠




 τότε β γ.=


  Σ Λ 
 

50. Για οποιαδήποτε διανύσματα α, β


  ισχύει ( )2
2 2α β α β .⋅ = ⋅

 

   Σ Λ 
 

51. Για οποιαδήποτε διανύσματα α,β


  ισχύει α β α β .⋅ = ⋅
 

 

 Σ Λ 
 

52. Αν 1 2λ , λ  είναι οι συντελεστές διεύθυνσης δύο διανυσμάτων α,β


 , 

τότε ισχύει η ισοδυναμία 1 2α β λ λ 1.⊥ ⇔ ⋅ =


  Σ Λ 
 

53. Αν θ είναι η γωνία δύο μη μηδενικών διανυσμάτων ( )1 1α x , y=
  και 

( )2 2β x , y=


, τότε 1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

x x y yσυνθ .
x y x y

−
=

+ ⋅ +
 Σ Λ 

 

54. Αν α, ν
   είναι δύο διανύσματα του επιπέδου με α 0≠



 , τότε  
                                               αα ν α προβ ν.⋅ = ⋅ 

     Σ Λ 
 

55. Αν  α, β


  είναι δύο μηδενικά διανύσματα του επιπέδου, τότε ισχύει η 
σχέση  

  α β
α προβ β β προβ α.⋅ = ⋅ 

 

   Σ Λ 
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Διαγώνισμα 
 

Θέμα Α 
 

A1. Αν 1 2λ , λ  είναι οι συντελεστές διεύθυνσης δύο διανυσμάτων α, β


 , να αποδεί-
ξετε ότι 

1 2α β λ λ 1.⊥ ⇔ = −


  
Α2. Τι ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων α

  και β;


 

Α3. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας δίπλα στο γράμμα 
που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή 
Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

 α) Αν Ο είναι ένα σημείο αναφοράς, τότε για κάθε διάνυσμα ΑΒ


 ισχύει η 
σχέση 

ΑΒ ΟΑ ΟΒ.= −
  

 
  β) Για όλα τα διανύσματα α, β



  ισχύει 

α β α β .+ = +
 

   

  γ) Αν λα λβ,=


  τότε α β.=


  
 δ) Το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων είναι ίσο με το άθροισμα των 

γινομένων των ομώνυμων συντεταγμένων τους. 
 ε) Για οποιαδήποτε διανύσματα α, β, γ



   ισχύει 

( ) ( )α β γ α β γ .⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
 

    

  
Θέμα Β 
 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και έστω Ε το μέσο της ΒΓ και Ζ το μέσο της ΔΕ. 
Αν είναι 

ΑΒ α=


   και   ΑΔ β,=
 

 
τότε: 

Β1.  να γράψετε τα διανύσματα  ΑΕ


  και  ΑΖ


 ως γραμμικούς συνδυασμούς των 
διανυσμάτων α

  και β


 
Β2.  να αποδείξετε ότι  

( )1ΑΕ ΑΖ ΑΒ 5ΑΓ
4

+ = +
   

 

Β3. αν το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο με πλευρά α 4,=  να βρείτε το 
εσωτερικό γινόμενο ΑΕ ΑΓ.⋅
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Θέμα Γ 
 

Δίνονται τα σημεία  
( ) ( )Α 5,3 , Β 3,1  

και το διάνυσμα α
  τέτοιο, ώστε 

α 2=
    και     ( ) 2πΑΒ, α .

3

∧
=



  

Να βρείτε: 
Γ1. το εσωτερικό γινόμενο  
Γ2.  το μέτρο του διανύσματος  

β ΑΒ α= −


  
Γ3. το διάνυσμα 

ΑΒ
προβ β



 

Γ4. τη γωνία φ που σχηματίζει το διάνυσμα ΑΒ


 με τον άξονα x x.′  
 

 
Θέμα Δ 
 

Δίνονται τα σημεία  

( )Α 2, x ,−    και  ( )Γ x, 6   με  x∈ . 

Δ1.  Να βρείτε τις τιμές του x  για τις οποίες τα σημεία  Α, Β και Γ είναι συνευθειακά. 

Δ2.  Για τη μεγαλύτερη από τις τιμές του x που βρήκατε στο ερώτημα Δ1, να 

αποδείξετε ότι το σημείο Β είναι το μέσο του τμήματος ΑΓ. 

Δ3.  Αν το σημείο Β είναι το μέσο του ΑΓ, τότε:  

 α) να βρείτε τη γωνία θ των διανυσμάτων ΟΑ


 και ΟΒ


, όπου Ο η αρχή των 

αξόνων 

 β) να αναλύσετε το διάνυσμα ΟΓ


 σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες, από 

τις οποίες η μία να είναι παράλληλη στο  ΟΑ


. 

  

ΑΒ α⋅
 

( )B 0, 2x
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«H επιστήμη των καθαρών Μαθηματικών 
μπορεί να διεκδικήσει τον τίτλο 
της πιο πρωτότυπης δημιουργίας 
του ανθρώπινου πνεύματος.» 

            
Α. Ν. Whitehead 

 
 
 
 

Alfred North Whitehead 
(1861 – 1947) 
 
Ο Άλφρεντ Νορθ Γουάιτχεντ, Άγγλος μαθηματικός και φι-
λόσοφος, γεννήθηκε στις 18 Φεβρουαρίου 1861. Στην αρχή 
της σταδιοδρομίας του  έγραψε κυρίως για τα μαθηματικά, 
τη λογική, και τη φυσική. Το πιο αξιοσημείωτο έργο σε αυ-
τούς τους τομείς είναι το τρίτομο Principia Mathematica 
(1910-13), το οποίο συνέγραψε με τον πρώην μαθητή του 
Μπέρτραντ Ράσελ. Το Principia Mathematica θεωρείται ένα 
από τα πιο σημαντικά έργα του εικοστού αιώνα στη μαθη-
ματική λογική.Στα τέλη του 1910 και στις αρχές της δεκαε-
τίας του 1920, ο Γουάιτχεντ σταδιακά έστρεψε την προσο-
χή του από τα μαθηματικά στη φιλοσοφία της επιστήμης, 
και, τελικά στη μεταφυσική.  Πέθανε στις 30 Δεκεμβρίου 
1947. 
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H Ευθεία 
 
Ορισμός 
 

Ονομάζουμε λύση μιας εξίσωσης ( )f x, y 0=  με δύο αγνώστους x, y κάθε ζεύγος   

αριθμών ( )x, y  που την επαληθεύει.  

 
 
Παράδειγμα 
 

Τα ζεύγη ( ) ( ) ( ) ( )x, y 1,2 , 2,4 , 0,0=  είναι λύσεις της 

εξίσωσης y 2x.=  Βέβαια, τα παραπάνω ζεύγη αριθ-
μών δεν είναι οι μόνες λύσεις της εξίσωσης y 2x= , 
αφού αυτή είναι φανερό ότι επαληθεύεται από άπει-
ρα ζεύγη αριθμών. Αν τώρα σε ένα καρτεσιανό  επί-
πεδο θεωρήσουμε  όλα τα σημεία που οι συντεταγμέ-
νες τους είναι λύσεις της εξίσωσης y 2x=  θα προ-
κύψει  μια  γραμμή  η  οποία  όπως  γνωρίζουμε   από 
προηγούμενες  τάξεις είναι  μια ευθεία  ( )ε .   Επίσης,  αν πάρουμε οποιοδήποτε σημείο 

της ευθείας ( )ε , οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση y 2x.=  Δηλαδή, κά-

θε λύση της εξίσωσης y 2x=  αντιστοιχεί σε κάποιο σημείο της ευθείας ( )ε  και, αντί-

στροφα, σε κάθε σημείο της ευθείας ( )ε  αντιστοιχεί μια λύση της εξίσωσης y 2x= . 

Αυτή η αντιστοιχία μας επιτρέπει να βλέπουμε την εξίσωση y 2x=  σαν την ευθεία 

( )ε  και αντιστρόφως. 
 

Από το παραπάνω, γενικεύοντας οδηγούμαστε στον παρακάτω ορισμό. 
 

 
Ορισμός 
 
Μια εξίσωση ( )f x, y 0=  με δύο αγνώστους x, y λέγεται εξίσωση μιας γραμμής C αν 

και μόνο αν οι συντεταγμένες των σημείων της C και μόνον αυτές την επαληθεύουν. 
 
 Αντιλαμβανόμαστε λοιπόν ότι έχει επέλθει μία πλήρης Αλγεβροποίηση της Γεω-

μετρίας. Πράγματι, κάθε σημείο του επιπέδου το βλέπουμε σαν ένα ζεύγος αριθ-
μών, κάθε γραμμή C του επιπέδου τη βλέπουμε σαν μια εξίσωση με δύο           
αγνώστους x, y και τα κοινά σημεία δύο γραμμών τα βλέπουμε ως λύσεις του συ-

( )Ο 0,0

( )Α 1,2

y

x

( )Β 2,4

( )ε
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στήματος των εξισώσεών τους. Οπότε, μπορούμε να αντιμετωπίζουμε τα διάφορα 
προβλήματα της Γεωμετρίας με Αλγεβρικές μεθόδους. Αυτό ακριβώς είναι και το 
βασικό αντικείμενο της Αναλυτικής Γεωμετρίας. Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετή-
σουμε τις απλούστερες γραμμές που είναι οι ευθείες. 

 
 
Συντελεστής διεύθυνσης ευθείας 
 

Ορισμός 
 
Έστω μία ευθεία ( )ε  του καρτεσιανού επιπέδου η οποία τέμνει τον άξονα x x′  στο 

σημείο Α. Ονομάζουμε γωνία που σχηματίζει η ευθεία ( )ε  με τον άξονα x x′ , τη 
γωνία ω που διαγράφει ο άξονας x x′  όταν στραφεί γύρω από το Α κατά τη θετική φο-
ρά μέχρι να συμπέσει με την ευθεία ( )ε . Αν η ευθεία ( )ε  είναι παράλληλη προς τον 
άξονα x x′ , τότε λέμε ότι σχηματίζει μ’ αυτόν γωνία ω 0.=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Σε κάθε περίπτωση ισχύει 

0 ω 180° ≤ < °     ή  σε ακτίνα      0 ω π.≤ <  

 
Ορισμός 
 
Ονομάζουμε συντελεστή διεύθυνσης η κλίση μιας ευθείας ( )ε  την εφαπτομένη της 
γωνίας ω που σχηματίζει η ( )ε  με τον άξονα x x.′  Για να παραστήσουμε τον συντελε-
στή διεύθυνσης, συνήθως χρησιμοποιούμε το γράμμα λ. Δηλαδή, 

λ εφω= . 

 
● Είναι φανερό ότι ο συντελεστής διεύθυνσης μιας ευθείας ορίζεται αν και μόνο αν 

αυτή δεν είναι κάθετη στον άξονα x x′ , δηλαδή αν και μόνο αν σχηματίζει με τον 

άξονα x x′  γωνία πω .
2

≠  

Ο Α

y

x
ω

( )ε

Ο Α

y

x

ω
( )ε
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● Για τον συντελεστή διεύθυνσης λ μιας ευθείας που σχηματίζει γωνία ω με τον 
άξονα x x′  ισχύουν:  

 ■ πλ 0 0 ω
2

> ⇔ < <  

 ■ πλ 0 ω π
2

< ⇔ < <  

 ■ λ 0 ω 0.= ⇔ =  
 
 
Πρόταση  
 

Αν μια ευθεία και ένα διάνυσμα είναι παράλληλα μεταξύ τους και όχι κάθετα στον 
άξονα x x,′  τότε έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης. 

 
Απόδειξη 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Έστω ευθεία ( )ε  και διάνυσμα δ


 παράλληλα μεταξύ τους. Έστω, επίσης, ω και φ οι 

γωνίες που σχηματίζουν η ( )ε  και το δ


 με τον άξονα x x.′   Παρατηρούμε ότι  

φ ω ή φ π ω.= = +  

Οπότε, 

              ( )εφφ εφω ή εφφ εφ π ω εφω= = + = . 

Δηλαδή, σε κάθε περίπτωση ισχύει 

εδ
λ λ .=  

Ο

y

x Ο

y

x

( )ε

φ ω=

ωφ
δ


φ π ω= +

ω

φ

δ
 ω

ω
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Πρόταση  
 

Ο συντελεστής διεύθυνσης μιας ευθείας  ε  που διέρχεται από τα σημεία  1 1Α x , y  
και  2 2Β x , y  με 1 2x x  είναι  

2 1

2 1

y y
λ

x x





. 

 
Απόδειξη 

Παρατηρούμε ότι το διάνυσμα  2 1 2 1ΑΒ x x , y y  


 είναι παράλληλο προς την ευ-

θεία  ε , αφού τα σημεία Α και Β είναι σημεία της ευθείας  ε .  Οπότε, 

2 1
ΑΒ

2 1

y yλ λ .
x x


 


  

 
Παράδειγμα 

Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία  Α 2, 5  και 

 Β 3,11  είναι  

 
11 5 6λ .

3 2 5


 
 

 

 
 

Συνθήκες Kαθετότητας και Παραλληλίας Ευθειών 
 

 

Πρόταση 
 

 

Αν δύο ευθείες  1ε  και  2ε  έχουν συντελεστές διεύθυνσης 1λ  και 2λ  αντίστοιχα, 
τότε 
● 1 2 1 2ε //ε λ λ   

● 1 2 1 2ε ε λ λ 1.     

 
Απόδειξη 
 

Θεωρούμε διανύσματα 1δ


 και 2δ

τέτοια, ώστε 

   1 1 2 2δ // ε και δ // ε
 

. 

Οπότε, τα διανύσματα 1δ


 και 2δ


 έχουν συντελεστές διεύθυνσης 1λ  και 2λ  αντίστοιχα. 
Επομένως, ισχύουν οι ισοδυναμίες:  
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● 1 2 1 2 1 2ε //ε δ //δ λ λ⇔ ⇔ =
 

 
 και  
● 1 2 1 2 1 2ε ε δ δ λ λ 1.⊥ ⇔ ⊥ ⇔ = −

 

 
 

 
Εξίσωση Ευθείας 
 
 
 

Γνωρίζουμε ότι κάθε ευθεία του επιπέδου είναι καλά ορισμένη όταν δίνονται ένα ση-
μείο της και η κλίση της ή όταν δίνονται δύο σημεία της. Είναι λοιπόν λογικό να βρού-
με την εξίσωση μιας ευθείας σε καθεμιά από αυτές τις δύο περιπτώσεις. 
 

 
Πρόταση 
 
Η εξίσωση της ευθείας ( )ε  που διέρχεται από το σημείο ( )0 0Α x , y  και έχει συ-
ντελεστή διεύθυνσης λ είναι  

( )0 0y y λ x x− = − . 
 
 
 

Απόδειξη 
Ένα σημείο ( )Μ x, y  διαφορετικό του ( )0 0Α x , y  ανή-
κει στην ευθεία ( )ε  αν και μόνο αν ισχύει 

 ( ) ΑΜ
ΑΜ// ε λ λ.⇔ =



 
Και επειδή  

 ( )0 0ΑΜ x x , y y= − −


, 
η παραπάνω ισότητα γράφεται 

0

0

y y λ
x x
−

=
−

 

και τελικά 
( )0 0y y λ x x− = − . 

Επίσης, παρατηρούμε ότι η τελευταία εξίσωση επαληθεύεται και  από το σημείο 
( )0 0Α x , y .  

 
Παράδειγμα 

Η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο ( )Α 3, 1−  και έχει συντελεστή 
διεύθυνσης λ 4=  είναι ( ) ( )y 1 4 x 3− − = − , δηλαδή y 4x 13.= −  

 

Ο

( )0 0Α x , y

y

x

( )Μ x, y

( )ε

ω
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Πρόταση 
 

Η εξίσωση της ευθείας ( )ε  που διέρχεται από τα σημεία ( )1 1Α x , y  και ( )2 2Β x , y  με 

1 2x x≠  είναι  

( )2 1
1 1

2 1

y y
y y x x .

x x
−

− = −
−

 

 
Απόδειξη 

Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ( )ε  είναι  

 2 1

2 1

y yλ .
x x

−
=

−
 

Και επειδή η ευθεία ( )ε  διέρχεται από το σημείο 

( )1 1A x , y  έχει εξίσωση  
 ( )1 1y y λ x x− = −  

δηλαδή 
 ( )2 1

1 1
2 1

y yy y x x .
x x

−
− = −

−
 

 
Παράδειγμα 

Η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία ( )Α 2,1  και ( )Β 3, 4  έχει εξίσωση 

( ) ( )4 1y 1 x 2 y 1 3 x 2 y 3x 5.
3 2
−

− = − ⇔ − = − ⇔ = −
−

 

 
Πρόταση 
 
Η εξίσωση της ευθείας ( )ε  που διέρχεται από τo σημείo ( )0 0Α x , y  και είναι κάθετη 
στον άξονα x x′  είναι  

0x x= . 
 
Απόδειξη 
 
Κάθε σημείο ( )Μ x, y  της ευθείας ( )ε ,  αφού αυτή 
είναι κατακόρυφη, έχει τετμημένη  

0x x .=  
Άρα, η εξίσωση της ευθείας ( )ε  είναι 

0x x .=  
 
 

Ο

( )1 1Α x , y

y

x

( )ε

( )2 2Β x , y

( )Μ x, y

( )0 0Α x , y

y

Ο x

( )ε
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Ειδικές Περιπτώσεις 
 

● Η εξίσωση της ευθείας ( )ε  που τέμνει τον 
άξονα y y′  στο σημείο ( )Α 0,β  και έχει συντε-
λεστή διεύθυνσης λ  είναι 

( )y β λ x 0 ,− = −  
 δηλαδή 

y λx β= + . 
 

Παράδειγμα 
 

Η ευθεία με εξίσωση y 3x 5= +  έχει συντελεστή 
διεύθυνσης λ 3=  και τέμνει τον άξονα y y′  στο 
σημείο ( )A 0, 5 .  

 
 
 

● Η εξίσωση της ευθείας ( )ε  που διέρχεται από 
την αρχή των αξόνων και έχει συντελεστή 
διεύθυνσης λ  είναι  

( )y 0 λ x 0 ,− = −  
 δηλαδή 

y λx= . 
 

 
● Οι διχοτόμοι των γωνιών xOy  και yΟx′  έ-

χουν εξισώσεις  
y x=  και y x= −  

 αντιστοίχως. 
 
 
 
 

 
 
● Η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το 

σημείο ( )0 0Α x , y  και είναι παράλληλη στον 
άξονα x x′  είναι 

 ( )0 0y y 0 x x− = ⋅ − , 
 δηλαδή 

0y y .=  

y

Ο x

y

Ο x

( )Α 0,β

( )ε

( )ε

y

Ο x

( )0 0Α x , y( )ε
0y

y

Ο x

y x= − y x=

135°
45°
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Λυμένες Ασκήσεις 
 

 

 
1.  Να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης: 
 i) της ευθείας που διέρχεται από το σημείο  ( )Ο 0, 0  και σχηματίζει 

με τον άξονα ′x x  γωνία  
2πω
3

=  

 ii) της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία  
( )Α 3, 1  και  ( )Β 2, 5−  

 iii) της ευθείας ( )ε  που διέρχεται από το σημείο ( )Ο 0, 0  και είναι 
παράλληλη προς την ευθεία ΑΒ 

 iv) της ευθείας ( )η  που διέρχεται από το σημείο ( )Ο 0, 0  και είναι 
κάθετη προς την ευθεία ΑΒ. 

 
 

 

Λύση 
 

i) Έχουμε 
2πλ εφ .
3

=  

 Όμως, 

2π π πεφ εφ π εφ 3.
3 3 3

 = − = − = − 
 

 

 Επομένως, 

λ 3.= −  
 
 
ii) Έχουμε  

ΑΒ
5 1 4λ .
2 3 5
−

= = −
− −

 

 
 
 

 
 
 
 
 
Σημειώσεις 
● Συντελεστή διεύθυνσης ή κλίση 

μιας ευθείας ( )ε  ορίζουμε την 
εφαπτομένη της γωνίας ω που 
σχηματίζει η ( )ε  με τον άξονα 
x x.′  Δηλαδή, 

λ εφω.=  
● Ο συντελεστής διεύθυνσης της          

ευθείας που διέρχεται από τα 
σημεία 

          ( )1 1Α x , y  και ( )2 2Β x , y ,  
 με 1 2x x≠  είναι 

2 1

2 1

y yλ
x x

−
=

−
. 

 

Α 

y 

x ω 

( )εΟ 
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iii) Στο προηγούμενο ερώτημα αποδείξαμε ότι 

ΑΒ
4λ
5

= − . 

 Επομένως, ο ζητούμενος συντελεστής διεύθυν-
σης είναι 

ε ΑΒ
4λ λ .
5

= = −  

 
iv) Έχουμε 

η ε.⊥  

 Επομένως, 
η ελ λ 1⋅ = −  

 ή ισοδύναμα 

η
4λ 1
5

 ⋅ − = − 
 

 

 και τελικά 

η
5λ .
4

=  

 
 
2. Να βρείτε τη γωνία ω που σχηματίζουν με τον άξονα ′x x  οι ευθείες 

που διέρχονται από τα σημεία: 
 i) ( ) ( )Α 0, 3 και Β 4, 7    ii) ( ) ( )Α 3, 3 και Β 1, 3  

 iii) ( ) ( )−Α 2, 1 και Β 2, 5    iv) ( ) ( )−Α 4, 1 και Β 2, 1 . 
 

 
Λύση 
 
 

i) Η ευθεία ΑΒ έχει συντελεστή διεύθυνσης 
7 3λ 1.
4 0
−

= =
−

 

 Δηλαδή,     

       εφω 1= πεφω εφ
4

⇔ =  

   πω κπ , κ .
4

⇔ = + ∈  

  

Σημείωση 
Αν δύο ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  
έχουν συντελεστές διεύθυν-
σης 1λ  και 2λ  αντίστοιχα, 
τότε 

1 2 1 2ε // ε λ λ⇔ =  
 

Σημείωση 
Αν δύο ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  
έχουν συντελεστές διεύθυν-
σης 1λ  και 2λ  αντίστοιχα, 
τότε 

1 2 1 2ε ε λ λ 1⊥ ⇔ ⋅ = −  
 

Α 

y 

x 

ω 

Ο 

( )ε
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 Και επειδή                 

0 ω π≤ <  

 συμπεραίνουμε ότι          

πω .
4

=  

 
 

 
ii) H ευθεία ΑΒ έχει συντελεστή διεύθυνσης 

( )3 1 33 3λ 3
1 3 1 3

−−
= = =

− −
. 

 Δηλαδή,   

εφω 3=
πεφω εφ
3

⇔ =  

       πω κπ , κ .
3

⇔ = + ∈  

 Και επειδή             
0 ω π≤ <  

 συμπεραίνουμε ότι      
πω .
3

=  

 

iii) Παρατηρούμε ότι τα σημεία Α και Β έχουν 

τετμημένη ίση με 2. Άρα, η ευθεία ΑΒ εί-

ναι κάθετη στον άξονα x x′ .  Δηλαδή,  

πω .
2

=  

 
 

iv) Παρατηρούμε ότι τα σημεία Α και Β έχουν 

τεταγμένη ίση με 1. Επομένως, η ευθεία 

ΑΒ είναι παράλληλη στον άξονα x x′ .  

Δηλαδή,  

ω 0.=  

Μεθοδολογία 
Για να βρούμε τη γωνία ω που 
σχηματίζει μία ευθεία ( )ε  με τον 
άξονα x x′  αρκεί να βρούμε το 
συντελεστή διεύθυνσης της ευ-
θείας ( )ε , εφόσον βέβαια αυτός 
ορίζεται, και να αξιοποιήσουμε 
τη σχέση  

εφω λ.=  
 

Σημείωση 
Αν η ευθεία ( )ε  είναι κάθετη 

στον άξονα x x′ , τότε πω
2

=  και 

προφανώς δεν ορίζεται συντελε-
στής διεύθυνσης. 
 
 
Σημείωση 
Αν η ευθεία ( )ε  είναι παράλλη-
λη στον άξονα x x′ , τότε  ω 0.=  
Δηλαδή η ευθεία ( )ε  έχει συ-
ντελεστή διεύθυνσης ίσο με μη-
δέν. 
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3. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  η οποία διέρχεται από το ση-
μείο ( )Α 1, 4  και: 

 i) σχηματίζει με τον άξονα ′x x  γωνία  
πω
4

=  

 ii) είναι παράλληλη προς το διάνυσμα   
( )δ 1, 2= −


 

 iii) είναι κάθετη στο διάνυσμα  
( )=δ 4, 0 .


 

 
Λύση 
 

i) Η ευθεία  ( )ε   έχει συντελεστή διεύθυνση 

πλ εφ 1.
4

= =  

 Άρα, η εξίσωση της ευθείας ( )ε   είναι 

( )y 4 1 x 1− = ⋅ − y x 3.⇔ = +  
 

ii) Η ευθεία ( )ε  έχει συντελεστή διεύθυνσης λ 

ίσο με το συντελεστή διεύθυνσης του διανύ-
σματος   

( )δ 1, 2 .= −


 

 Δηλαδή, 
2λ 2.
1

= = −
−

 

 Άρα, η εξίσωση της ευθείας ( )ε   είναι 

( )y 4 2 x 1− = − ⋅ − y 2x 6.⇔ = − +  
 

iii) Το διάνυσμα  

( )δ 4, 0=


 

 είναι παράλληλο στον άξονα x x′ .  Επομένως, η ευθεία ( )ε   είναι κάθετη στον άξονα 

x x′ .  Και επειδή διέρχεται από το σημείο ( )Α 1, 4  συμπεραίνουμε ότι έχει εξίσωση 

x 1.=  

Σημειώσεις 
● Η εξίσωση της ευθείας ( )ε  η 

οποία διέρχεται από το ση-
μείο ( )0 0Α x , y   και έχει συ-

ντελεστή διεύθυνσης λ είναι 

( )0 0y y λ x x .− = −  

● Η εξίσωση της ευθείας ( )ε  η 

οποία διέρχεται από το ση-
μείο ( )0 0Α x , y  και είναι κά-

θετη στον άξονα x x′  είναι 

0x x .=  
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4. Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές τα σημεία  
( )−Α 1, 3 ,  ( )Β 0, 2   και ( )Γ 4, 5 . 

 Να βρείτε: 
  i) την εξίσωση του ύψους ΑΔ     
  ii) την εξίσωση της μεσοκαθέτου ( )ε  της πλευράς ΒΓ. 
 
 

Λύση 
 
 

i) Έχουμε  
ΑΔ ΒΓ.⊥  

 Άρα 
ΑΔ ΒΓλ λ 1⋅ = −  

 Όμως, 

ΒΓ
5 2 3λ .
4 0 4
−

= =
−

 

 Επομένως, 

ΑΔ
3λ 1
4
⋅ = −  

 δηλαδή  

ΑΔ
4λ
3

= − . 

 Άρα, η εξίσωση του ύψους ΑΔ είναι  

    ( )4y 3 x 1
3

− = − +
4 5y x .
3 3

⇔ = − +  

 

ii) Η ευθεία ( )ε  διέρχεται από το μέσο του τμήματος ΒΓ, δηλαδή από το σημείο 

7Μ 2, .
2

 
 
 

 Επίσης, η ευθεία ( )ε  είναι κάθετη στην πλευρά ΒΓ και συνεπώς είναι 

παράλληλη στο ύψος ΑΔ.  Άρα, έχει συντελεστή διεύθυνσης 

ΑΔ
4λ λ .
3

= = −  

 Επομένως, η εξίσωση της ευθείας ( )ε   είναι 

 ( )7 4y x 2
2 3

− = − −
4 37y x .
3 6

⇔ = − +  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
Σχόλιο 
Όταν λέμε «εξίσωση του ύψους 
ΑΔ» εννοούμε «εξίσωση της ευθεί-
ας στην οποία βρίσκεται το ύψος 
ΑΔ». 
 

Α 

B 
Δ 

Γ Μ 
( )ε
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5. Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ  με κορυφές τα σημεία 
( ) ( )−Α 1, 4 , Β 0, 2     και    ( )Γ 4, 0 . 

 Να βρείτε: 
 i) την εξίσωση της πλευράς ΑΒ 
 ii) την εξίσωση της διαμέσου ΑΜ. 

 
 
Λύση 
 
i) Η ευθεία ΑΒ έχει συντελεστή                  

διεύθυνσης 

ΑΒ
2 4λ 6.
0 1
− −

= =
−

 

 Άρα, η ευθεία ΑΒ έχει εξίσωση 

( )y 4 6 x 1− = −  

 ή ισοδύναμα 

y 6x 2.= −  

 
ii) To μέσο Μ της πλευράς ΒΓ έχει συντεταγμένες 

0 4 2 0, .
2 2
+ − + 

 
 

 

 Δηλαδή, 
( )Μ 2, 1 .−  

 Επομένως, η ευθεία ΑΜ έχει συντελεστή διεύθυνσης 

ΑΜ
1 4λ 5.
2 1
− −

= = −
−

 

 Άρα, η ευθεία ΑΜ έχει εξίσωση 

( )y 4 5 x 1− = − −  
 ή ισοδύναμα 

y 5x 9.= − +  

 

Α 

B 
Γ 

Μ 
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6. Δίνεται το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με κέντρο το σημείο  
( )Κ 3, 2  

 και εξισώσεις των πλευρών ΑΒ και ΑΔ τις 

   = −
2 2y x
5 5

    και  = − +y 2x 2 , 

 αντίστοιχα.  Να βρείτε: 
 i) τις συντεταγμένες του σημείου Α 
 ii) τις συντεταγμένες του σημείου Γ 
 iii) την εξίσωση της ευθείας ΒΓ. 

 
 

Λύση 
 

i) Oι συντελεστές του σημείου Α είναι η λύση 
του συστήματος 

          
2 2 2 2y x 2x 2 x
5 5 5 5

y 2x 2 y 2x 2

 = − − + = − ⇔ 
 = − + = − +

 

    
10x 10 2x 2 x 1

y 2x 2 y 0.
− + = − =⇔ ⇔ = − + = 

 

 Δηλαδή, 

( )Α 1, 0 .  

 
ii) To κέντρο Κ του παραλληλόγραμμου ΑΒΓΔ είναι μέσο του τμήματος ΑΓ.       

Επομένως, αν είναι 
( )Γ x, y ,  

 τότε έχουμε 

   x 1 3
2
+

=     και      y 0 2.
2
+

=  

 Δηλαδή,  
 x 5=    και     y 4.=  

 Άρα,  
( )Γ 5, 4 .  

 

Μεθοδολογία 
Για να βρούμε το κοινό σημείο 
δύο ευθειών αρκεί να λύσουμε 
το σύστημα των εξισώσεών 
τους. 
 

Α 

Δ Γ 

Β 

Κ 
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iii) H ευθεία ΒΓ διέρχεται από το σημείο ( )Γ 5, 4  και είναι παράλληλη προς την ευ-

θεία ΑΔ.  Επομένως,   

ΒΓ ΑΔλ λ 2.= = −  

 Άρα, η ευθεία ΒΓ έχει εξίσωση   

( )y 4 2 x 5− = − −  

 ή ισοδύναμα    

y 2x 14.= − +  
 
 
7. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ του οποίου η κορυφή Α έχει συντεταγμένες 

( )1, 3  και τα ύψη ΒΔ και ΓΕ έχουν εξισώσεις  

y x 1= − −   και   = − +
1 3y x
4 4

 

 αντίστοιχα. Να βρείτε: 
 i) την εξίσωση της πλευράς ΑΒ     
 ii) την εξίσωση της πλευράς ΑΓ 
 iii) τις συντεταγμένες του σημείου Β 
 iv) το μήκος της πλευράς ΒΓ 
 v) την εξίσωση της ευθείας ΒΓ. 
 
Λύση 
 

i) Έχουμε ΑΒ ΓΕ⊥ . Επομένως, 

ΑΒ ΓΕλ λ 1⋅ = −  

 ή ισοδύναμα 

ΑΒ
1λ 1
4

 ⋅ − = − 
 

ΑΒλ 4.⇔ =  

 Άρα, η ευθεία ΑΒ έχει εξίσωση  

     ( )y 3 4 x 1− = −  

 ή ισοδύναμα 
    y 4x 1.= −  

 
 

Γ 

Δ 

B 

Ε 

( )Α 1, 3
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ii) Έχουμε ΑΓ ΒΔ⊥  . Επομένως,  

ΑΓ ΒΔλ λ 1⋅ = −  

 ή ισοδύναμα   

( )ΑΓλ 1 1⋅ − = − ⇔ ΑΓλ 1.=  

 Άρα, η ευθεία ΑΓ έχει εξίσωση  

( )y 3 1 x 1− = − ⇔ y x 2.= +  
 
iii)  Οι συντεταγμένες του σημείου Β είναι η λύση του συστήματος των εξισώσεων 

των ευθειών ΑΒ και ΒΔ, δηλαδή του συστήματος 

y 4x 1 x 1 4x 1 x 0
.

y x 1 y x 1 y 1
 = − − − = − = ⇔ ⇔  = − − = − − = −  

 

 Άρα,  ( )B 0, 1− . 
 
 
 

iv) Οι συντεταγμένες του σημείου Γ είναι η λύση του συστήματος των εξισώσεων 
των ευθειών ΑΓ και ΓΕ, δηλαδή του συστήματος 

y x 2 y x 2 x 1
.1 3 1 3 y 1y x x 2 x

4 4 4 4

 = + = + = − ⇔ ⇔   == − + + = − +  

 

 Άρα,    ( )Γ 1, 1 .−  
 Επομένως, 

( ) ( ) ( )2 2ΒΓ 1 0 1 1 5.= − − + + =  
 

v) Αποδείξαμε ότι  
( )Β 0, 1−  και ( )Γ 1,1 .−  

 Επομένως, η ευθεία ΒΓ έχει συντελεστή διεύθυνσης  

( )
ΒΓ

1 1
λ 2.

1 0
− −

= = −
− −

 

 Άρα, η ευθεία ΒΓ έχει εξίσωση 

( ) ( )y 1 2 x 0− − = − − ⇔ y 2x 1.= − −  
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8. Δίνεται το σημείο ( )Α 4, 2  και η ευθεία ( )ε  με εξίσωση  
= −y x 1.  

 i) Να βρείτε το σημείο Β της ευθείας  ( )ε   για το οποίο ισχύουν οι 
σχέσεις  

( ) ( )= =ΑΒ 5 ΟΒ 5 , 

   όπου Ο η αρχή των αξόνων. 
  ii) Να αποδείξετε ότι το σημείο Β είναι η προβολή του σημείου  

( )−Γ 2, 1   

   πάνω στην ευθεία ( )ε . 

 
 

Λύση 
 
i) Έστω  ( )1 1Β x , y . Το σημείο Β ανήκει στην 

ευθεία ( )ε .  Άρα, 
   1 1y x 1= −  (1) 

 Επίσης, ισχύουν οι  σχέσεις 
( ) ( )ΑΒ 5 ΟΒ 5.= =  

 Δηλαδή, 

( )ΑΒ 5= ( ) ( )2 2
1 1x 4 y 2 5⇔ − + − =  

                   ( ) ( )2 2
1 1x 4 y 2 25⇔ − + − =  (2) 

 και 

( )ΟΒ 1= 2 2
1 1x y 1⇔ + =  

               2 2
1 1x y 1⇔ + =  (3) 

 Από τις σχέσεις (1), (2)  και  (3)  βρίσκουμε  

1x 0=    και   1y 1.= −  

 Δηλαδή,         

( )Β 0, 1 .−  
 

 

 

( )ε

Α 

Ο 

B 

Σχόλιο 
Εύρεση ενός σημείου Β 
σημαίνει εύρεση των συ-
ντεταγμένων του ( )1 1x , y .  
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ii) Η ευθεία ( )ε   έχει συντελεστή διεύθυνσης   

1λ 1.=  

 Η ευθεία  ΒΓ  έχει συντελεστή διεύθυνσης  
( )

2
1 1

λ 1
2 0
− −

= = −
− −

. 

 Παρατηρούμε ότι   
1 2λ λ 1⋅ = − , 

 δηλαδή  
( )ΒΓ ε .⊥  

 Και επειδή το σημείο Β ανήκει στην ευθεία ( )ε  
συμπεραίνουμε ότι το Β είναι η προβολή του 
σημείου Γ πάνω στην ευθεία ( )ε . 

 

 
 
9. Δίνεται η ευθεία  

= − +ε : y x 7  
 και το σημείο  ( )Α 5, 8 .  Να βρείτε: 
 i) την εξίσωση της ευθείας  ( )ζ   που διέρχεται από το σημείο Α και 

είναι κάθετη στην ευθεία ( )ε  
 ii) το συμμετρικό του σημείου Α ως προς την ευθεία ( )ε . 
 
Λύση 
 

i) Έχουμε   ζ ε.⊥   Οπότε,   
  ( )ζ ε ζ ζλ λ 1 λ 1 1 λ 1.⋅ = − ⇔ ⋅ − = − ⇔ =  

 Άρα, η ευθεία ( )ζ  έχει εξίσωση  

 ( )y 8 1 x 5 y x 3.− = ⋅ − ⇔ = +  
 

ii) α΄ τρόπος: 
 Καταρχήν βρίσκουμε την προβολή Μ του ση-

μείου Α πάνω στην ευθεία ( )ε , δηλαδή το ση-
μείο τομής των ευθειών ( )ε  και  ( )ζ . Οι συ-
ντεταγμένες του σημείου Μ είναι η λύση του 
συστήματος 

y x 7 x 2
y x 3 y 5.
= − + = 

⇔ = + = 
 

Σημείωση 
Για να αποδείξουμε ότι το 
σημείο Β της ευθείας ( )ε  
είναι η προβολή του σημεί-
ου Γ πάνω στην ( )ε , αρκεί 
να αποδείξουμε ότι 

( )ΒΓ ε .⊥  
 

( )Γ 2,1−

( )B 0, 1−

( )ε

Μ 

( )ε

Α 

Α΄ 
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 Επομένως, ( )Μ 2, 5 . Έστω λοιπόν ( )1 1Α x , y′  
το ζητούμενο σημείο. Παρατηρούμε ότι το 
σημείο Μ είναι το μέσο του τμήματος  ΑΑ .′  

 Άρα, ισχύουν οι σχέσεις 
1x 5 2
2
+

=    και    1y 8 5
2
+

=  

 από τις οποίες βρίσκουμε 
1x 1= −    και     1y 2.=  

 Δηλαδή, 
( )A 1, 2 .′ −  

 

 β΄ τρόπος: 
 Έστω ( )1 1Α x , y′  το ζητούμενο σημείο.   

Έχουμε  
( )AA ε .′ ⊥  

 Επομένως,  
        AA ελ λ 1′ ⋅ = −  

   ( )1

1

y 8 1 1
x 5
−

⇔ ⋅ − = −
−

 

   1 1y 8 x 5⇔ − = −    

               1 1y x 3⇔ = +           (1) 

 Επίσης, το μέσο του τμήματος Α, δηλαδή το 
σημείο  

1 1x 5 y 8M ,
2 2
+ + 

 
 

 

 είναι σημείο της ευθείας ( )ε .  Επομένως, 
ισχύει  

1 1y 8 x 5 7
2 2
+ +

= − +  

  ( )1 1y 8 x 5 14⇔ + = − + +  

              1 1y x 1⇔ = − +                    (2) 

 Από τις σχέσεις (1) και (2) βρίσκουμε  
1x 1= −     και     1y 2.=  

 Δηλαδή,  
( )A 1, 2 .′ −  

Μεθοδολογία 
Για να βρούμε το συμμετρικό  
Α′  ενός σημείου Α ως προς 
μία ευθεία ( )ε  βρίσκουμε αρ-
χικά την προβολή Μ του ση-
μείου Α πάνω στην  ευθεία 
( )ε . Στη συνέχεια παρατη-
ρούμε ότι το σημείο Μ είναι το 
μέσο του τμήματος Α Α.′  
 

Μεθοδολογία 
Έχουμε δύο αγνώστους 1 1x , y . 
Επομένως, χρειαζόμαστε δύο 
εξισώσεις οι   οποίες θα προκύ-
ψουν από ισάριθμες πληροφο-
ρίες. Οι πληροφορίες αυτές εί-
ναι: 

● ( )AA ε′ ⊥  

● το μέσο Μ του AA′   είναι 
σημείο της ευθείας  ( )ε . 

Μ 

( )ε

Α 

Α΄ 
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10. Από σημείο Ρ εξωτερικό ενός κύκλου  c  φέρουμε τις εφαπτόμενες 

ευθείες    ε , ζ  και τη διακεντρική ευθεία  δ .  Αν είναι 

ε : y 2x 1 και δ: y x 2,     

 να βρείτε: 

 i) τις συντεταγμένες του σημείου Ρ 

 ii) το σημείο τομής Α της ευθείας  ε  με τον άξονα y y  

 iii) την εξίσωση της ευθείας  ζ .  

 

Λύση 
 

i) Οι συντεταγμένες του σημείου Ρ είναι η 

λύση του συστήματος 

 
y 2x 1 y 2x 1 y 3

y x 2 2x 1 x 2 x 1

       
   

       

 

 Δηλαδή,  Ρ 1, 3 .  

 

ii) Oι συντεταγμένες του σημείου Α είναι η 

λύση του συστήματος 

y 2x 1 y 1

x 0 x 0

   
 

  
 

 Δηλαδή,  Α 0,1 .  
 

iii) Από τη Γεωμετρία γνωρίζουμε ότι η 

διακεντρική ευθεία  δ  διχοτομεί τη 

γωνία των ευθειών  ε  και  ζ .  Άρα, 

το συμμετρικό Α΄  του σημείου  Α 0,1  

ως προς την ευθεία  δ  είναι σημείο 

της ευθείας  ζ .  Έχουμε 

   ΑΑ δ ΑΑΑΑ δ λ λ 1 λ 1 
         

 Οπότε, 

    ΑΑ : y 1 1 x 0 y x 1.          

 Οι συντεταγμένες του σημείου τομής Μ 

των ευθειών ΑΑ  και  δ  είναι η λύση 

του συστήματος  

Παρατήρηση 

Γνωρίζουμε ένα σημείο Ρ της ευ-

θείας  ζ .  Οπότε, για να βρούμε την 

εξίσωσή της αρκεί να βρούμε ακόμη 

ένα σημείο της. Παρατηρούμε  ότι η 

διακεντρική ευθεία  δ , ως διχοτό-

μος της γωνίας των ευθειών  ε  και 

 ζ  είναι και άξονας συμμετρίας 

αυτής της γωνίας. Επομένως, το συμ-

μετρικό κάθε σημείου της ευθείας 

 ε  ως προς την ευθεία  δ  είναι 

σημείο της ευθείας  ζ .  

Ρ

Α

Μ
Κ

Α

 ε

 δ

 ζ
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1xy x 1 x 2 x 1 2x 1 2
y x 2 y x 2 y x 2 3y

2

    = −   = − + + = − + = −   ⇔ ⇔ ⇔   = + = + = +    =
   

 

 Δηλαδή, 1 3Μ , .
2 2

 − 
 

 Αν λοιπόν είναι ( )0 0Α x , y′ , τότε με βάση ότι το σημείο Μ 

είναι το μέσο του τμήματος ΑΑ′  έχουμε 
0 0x 0 y 11 3και
2 2 2 2
+ +

= − = , 

 οπότε βρίσκουμε 
  0 0x 1 και y 2.= − =  

 Επομένως, ( )Α 1, 2 .′ −  
 Η ζητούμενη ευθεία ( )ζ  διέρχεται από τα σημεία Ρ και Α .′  Είναι λοιπόν, 

ζ
2 3 1λ .
1 1 2
−

= =
− −

 

 Άρα, 

( )1 1 1 1 5ζ : y 3 x 1 y 3 x y x .
2 2 2 2 2

− = − ⇔ − = − ⇔ = +  

 
 
11. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ( )Β 0, 2− , ύψος ΑΔ : y 3x=  και εσωτερική 

διχοτόμο  
ΑΕ : y x 4.= − +  

 Να βρείτε:  
 i) την εξίσωση της ευθείας ΑΓ   
 ii) τις συντεταγμένες τις κορυφής Γ. 
 
 

Λύση 
 
 

i) Αρχικά βρίσκουμε τις συντεταγμένες της κορυ-

φής Α που είναι η λύση του συστήματος 

    
y 3x y 3x y 3x
y x 4 3x x 4 4x 4

 =  = = ⇔ ⇔  = − + = − + =  

y 3
x 1
=

⇔  =
 

 Δηλαδή, ( )Α 1, 3 .  

 
Β Ε( )0, 2− Γ

Β′

Α

Δ

Μ
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 Στη συνέχεια βρίσκουμε το συμμετρικό 
( )0 0Β x , y′  του σημείου Β ως προς τη διχοτόμο 

ΑΕ.  Από τη Γεωμετρία γνωρίζουμε ότι το ση-
μείο Β′  είναι σημείο της πλευράς ΑΓ. Έχουμε 
λοιπόν  

( )
ΒΒ ΑΕ

ΒΒ

ΒΒ

ΒΒ ΑΕ λ λ 1
λ 1 1
λ 1.

′

′

′

′ ⊥ ⇔ ⋅ = −

⇔ ⋅ − = −

⇔ =

 

 Οπότε, ( )ΒΒ : y 2 1 x 0 y x 2.′ + = − ⇔ = −  

 Το σημείο τομής Μ των ευθειών ΒΒ′  και ΑΕ 
έχει συντεταγμένες που είναι η λύση του συστή-
ματος  

y x 2 y x 2 y x 2 y 1
y x 4 x 2 x 4 2x 6 x 3

 = −  = − = − =  ⇔ ⇔ ⇔   = − + − = − + = =   
 

 Επομένως, ( )Μ 3,1 .  Και επειδή το σημείο Μ είναι το μέσο του τμήματος ΒΒ′  
έχουμε  

0 0x 0 y 2
3 και 1

2 2
+ −

= = , 

 δηλαδή 
0 0x 6 και y 4.= =  

 Οπότε, ( )Β 6, 4 .′   
 Γνωρίζουμε λοιπόν δύο σημεία Α και Β′  της ευθείας ΑΓ.  Επομένως, 

ΑΓ ΑΒ
4 3 1λ λ
6 1 5′
−

= = =
−

 

 και συνεπώς 

( )1 1 14ΑΓ : y 3 x 1 y x .
5 5 5

− = − ⇔ = +  

 
ii) Έχουμε 

ΒΓ ΑΔ ΒΓ ΒΓ
1ΒΓ ΑΔ λ λ 1 λ 3 1 λ .
3

⊥ ⇔ ⋅ = − ⇔ ⋅ = − ⇔ = −  

 Επομένως, 

( )1 1ΒΓ : y 2 x 0 y x 2
3 3

+ = − − ⇔ = − − . 

 Οι συντεταγμένες του Γ είναι η λύση του συστήματος 

Σχόλιο 
Για να βρούμε την εξίσωση 
της ευθείας ΑΓ αρκεί να 
βρούμε δύο σημεία της. Το 
ένα είναι το σημείο Α που 
προσδιορίζεται εύκολα, αφού 
είναι το σημείο τομής των 
γνωστών ευθειών ΑΔ και ΑΕ. 
Το δεύτερο σημείο είναι το 
συμμετρικό Β΄ του σημείου Β 
ως προς τη διχοτόμο ΑΕ. 
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1 14 1 14 1 14y x y x y x5 5 5 5 5 5
1 1 14 1 3x 42 5x 30y x 2 x x 2
3 5 5 3

 = + = +   = +  ⇔ ⇔  
   + = − −= − − + = − −   

 

                             

1 14 y 1y x
5 5

x 98x 72

 == + ⇔ ⇔  = − = −

 

 Δηλαδή, ( )Γ 9,1 .−  

 
 
12. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ( ) ( )Α 1, 3 , Β 3, 5 , ΒΓ : y 3x 4− − = − +  και 

η εσωτερική του διχοτόμος ΑΔ : y 3.= −   Να βρείτε τις συντεταγμέ-
νες της κορυφής Γ.  

 
Λύση 
 
 
 

Από τη Γεωμετρία γνωρίζουμε ότι το συμμετρικό 
( )0 0Β x , y′  του σημείου Β ως προς τη διχοτόμο ΑΔ 

είναι σημείο της πλευράς ΑΓ. Έχουμε λοιπόν 

 ΒΒ ΑΔ ΒΒ x x.′ ′ ′⊥ ⇔ ⊥  
Οπότε 

 ΒΒ : x 3.′ =  

Οι συντεταγμένες του σημείου τομής Μ των ευθειών 
ΒΒ′  και ΑΔ είναι η λύση του συστήματος 

x 3
y 3
=

 = −
 

Δηλαδή, ( )Μ 3, 3 .−   

Και επειδή το σημείο Μ είναι το μέσο του τμήματος 
ΒΒ′  έχουμε 

0 0x 3 y 5
3 και 3

2 2
+ −

= = −  

ή ισοδύναμα 
  0 0x 3 και y 1.= = −  

Δηλαδή, ( )Β 3, 1 .′ −  Είναι λοιπόν 

ΑΓ ΑΒ
1 3λ λ 1.
3 1′
− +

= = =
−

 

Σχόλιο 
Το σημείο Γ είναι το σημείο 
τομής των ευθειών ΑΓ και 
ΒΓ. Αρκεί λοιπόν να βρούμε 
την εξίσωση της ευθείας ΑΓ, 
αφού η εξίσωση της ευθείας 
ΒΓ είναι γνωστή. 

Β( )3, 5− Γ

Β′

( )Α 1, 3−

Δ

Μ
•

•
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Οπότε, 
( )ΑΓ : y 3 1 x 1 y x 4+ = ⋅ − ⇔ = − . 

Οι συντεταγμένες του σημείου Γ είναι η λύση του συστήματος 

y x 4 y x 4 y x 4 y 2
y 3x 4 x 4 3x 4 4x 8 x 2
= − = − = − = −   

⇔ ⇔ ⇔   = − + − = − + = =   
 

Επομένως, 
( )Γ 2, 2 .−  

 
 
13. Στο διπλανό σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι 

ορθογώνιο, ισοσκελές, έχει εμβαδόν 
Ε 1= τ.μ. και η ευθεία ΑΒ είναι παράλλη-
λη προς την ευθεία ε : y x.= Να βρείτε:  

 i) την περίμετρο του τριγώνου ΑΒΓ 
 ii) τις συντεταγμένες του σημείου Γ 
 iii) τις συντεταγμένες του σημείου Α. 
 
 

Λύση 
 

i) Έστω ( ) ( )ΑΒ ΑΓ α= =  . 
 Έχουμε 

     2 21E 1 α 1 α 2 α 2
2

= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

 Οπότε, με βάση το Πυθαγόρειο Θεώρημα προκύ-
πτει 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2ΒΓ ΑΒ ΑΓ 2 2 4= + = + = . 

 Δηλαδή, ( )ΒΓ 2.=  
 Άρα, η περίμετρος του τριγώνου ΑΒΓ είναι 

 
( ) ( ) ( )L AB AΓ ΒΓ 2 2 2

2 2 2.

= + + = + +

= +
 

 

ii) Έστω ( )Γ γ, 0  με γ 1.>  Αποδείξαμε στο ερώτημα 
i) ότι  

( )ΒΓ 2.=  
 Επομένως,  

    γ 1 2 γ 3.− = ⇔ =  
 Άρα, ( )Γ 3, 0 .  

Σχόλιο 
Αρκεί να υπολογίσουμε το 
μήκος α μιας από τις κά- 
θετες πλευρές του τριγώ-
νου ΑΒΓ, αφού τότε με 
βάση το Πυθαγόρειο Θεώ-
ρημα μπορούμε εύκολα να 
υπολογίσουμε και το μή-
κος της υποτείνουσας ΒΓ. 
 
 
 
 
 
 
 

Παρατήρηση 
Με βάση το σχήμα, το ση-
μείο Γ βρίσκεται στον ά-
ξονα x x′  και δεξιά του 
σημείου Β. Οπότε, 

( )Γ γ,0 με γ 1.>  
 
 

  

( )Β 1,0 x
Ο

Α

y

Γ

ε : y x=
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iii) Έχουμε ΑΒ εΑΒ//ε λ λ 1.⇔ = =  Οπότε 

( )ΑΒ :y 0 1 x 1 y x 1.− = ⋅ − ⇔ = −  

 Επίσης, 
 ΑΓ ΑΒ ΑΓ ΑΓΑΓ ΑΒ λ λ 1 λ 1 1 λ 1⊥ ⇔ ⋅ = − ⇔ ⋅ = − ⇔ = −  

 Οπότε, 
( )ΑΓ :y 0 1 x 3 y x 3.− = − − ⇔ = − +  

 Άρα, οι συντεταγμένες του σημείου Γ είναι η λύ-
ση του συστήματος 

       
y x 1 y x 1 y x 1 y 1
y x 3 x 1 x 3 2x 4 x 2
= − = − = − =   

⇔ ⇔ ⇔   = − + − = − + = =   
 

 Δηλαδή,  ( )Α 2,1 .  
 

 
 
14. Δίνεται η ευθεία ( )ε   με εξίσωση  

=y 2x.  
 Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που είναι παράλληλες προς την 

ευθεία ( )ε  και σχηματίζουν με τους άξονες τρίγωνο εμβαδού 4 τ.μ. 
 
Λύση 
 
Έστω ( )ζ  ζητούμενη ευθεία.  Η ευθεία ( )ζ  είναι 

παράλληλη προς την ευθεία   
ε : y 2x.=  

Επομένως, η ευθεία ( )ζ  έχει εξίσωση της μορφής 
y 2x κ, κ .= + ∈  

Παρατηρούμε ότι η ευθεία ( )ζ   τέμνει τους άξονες 

στα σημεία  
κΑ , 0
2

 − 
 

  και   ( )Β 0, κ .  

Άρα, η ευθεία ( )ζ  σχηματίζει με τους άξονες τρί-

γωνο εμβαδού 

( ) ( ) ( )
21 1 κ κΟΑΒ ΟΑ ΟΒ κ .

2 2 2 4
= ⋅ = − ⋅ =  

Μεθοδολογία 
Όταν ζητείται η εξίσωση μιας 
ευθείας για την οποία γνωρί-
ζουμε τον συντελεστή διεύ-
θυνσης λ αλλά δεν γνωρίζουμε 
σημείο της, εργαζόμαστε ως 
εξής: 
Γράφουμε την εξίσωση της ευ-
θείας στη μορφή 

y λx , κ= + ∈κ . 

Αξιοποιώντας τα δεδομένα του 
προβλήματος, υπολογίζουμε τον 
αριθμό κ. 

Σχόλιο 
Αρχικά βρίσκουμε τις εξι-
σώσεις των ευθειών ΑΒ 
και ΑΓ. Πράγματι, γνωρί-
ζουμε τις συντεταγμένες 
των σημείων Β και Γ, ενώ 
εύκολα υπολογίζουμε τους 
αντίστοιχους συντελεστές 
διεύθυνσης. Οπότε, οι συ-
ντεταγμένες του Α θα 
προκύψουν από την επί-
λυση του συστήματος των 
εξισώσεων των ευθειών 
ΑΒ και ΑΓ. 
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Όμως, 
( )ΟΑΒ 4.=  

Επομένως, 

   
2κ 4

4
= 2κ 16⇔ = κ 4.⇔ = ±  

Άρα, το πρόβλημα έχει δύο λύσεις, τις ευθείες   

1ζ : y 2x 4= +     και     2ζ : y 2x 4.= −  

 
 
 
 
15. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο 

( )Ο 0,0  και τέμνει τις ευθείες 
1 2ε : y 3x 1 και ε : y 3x 10= − = −  

 στα σημεία Α και Β αντίστοιχα τέτοια, ώστε ( )ΑΒ 9.=   
 
 

Λύση 
 

 

 Έστω ότι η ζητούμενη ευθεία έχει συντε-
λεστή διεύθυνσης λ. Οπότε, εφόσον διέρ-
χεται από το σημείο ( )Ο 0,0 η εξίσωσή της 

είναι y λx.=  Οι συντεταγμένες του σημεί-

ου Α είναι η λύση του συστήματος  

( )

y λx y λx
y 3x 1 λx 3x 1

λyy λx λ 3 .
λ 3 x 1 1x

λ 3

= = 
⇔ = − = − 

− ==  −⇔ ⇔ − = − −  =
 −

 

 Δηλαδή,  
1 λΑ , .

λ 3 λ 3
− − 

 − − 
 

 Οι συντεταγμένες του σημείου Β είναι η 
λύση του συστήματος  

Μεθοδολογία 
Όταν ζητείται η εξίσωση μιας 
ευθείας για την οποία γνωρίζου-
με ένα σημείο της ( )0 0Μ x , y  
αλλά δεν γνωρίζουμε τον συντε-
λεστή διεύθυνσής της, εργαζό-
μαστε ως εξής: 
  Αρχικά υποθέτουμε ότι η     

ζητούμενη ευθεία έχει συ-    
ντελεστή διεύθυνσης λ. 
Γράφουμε την εξίσωση της     
ευθείας στη μορφή 
 ( )0 0y y x x− = −λ  

     και αξιοποιώντας τα δεδο-
μένα του προβλήματος υπο- 
λογίζουμε τον αριθμό λ. 

  Στη συνέχεια εξετάζουμε αν   
η κατακόρυφη ευθεία που    
διέρχεται από το σημείο    

( )0 0M x , y  αποτελεί λύση 
του    προβλήματος. 

x 
Α 

y 

B 

O 

( )ε( )1ζ
( )2ζ
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( )

y λx y λx
y 3x 10 λx 3x 10

10λyy λx λ 3 .
λ 3 x 10 10x

λ 3

= = 
⇔ = − = − 

− ==  −⇔ ⇔ − = − −  =
 −

 

 Δηλαδή,   10 10λΒ , .
λ 3 λ 3
− − 

 − − 
 

 Επίσης, 

 
( )

2 2

2 2

10 1 10λ λΑΒ 9 9
λ 3 λ 3 λ 3 λ 3

9 9λ 81
λ 3 λ 3

− −   = ⇔ + + + =   − − − −   

   ⇔ + =   − −   

 

 ( )
( )

2
2 2 2 2

2
81 81λ 81 81 81λ 81 λ 6λ 9 1 λ λ 6λ 9

λ 3
8 46λ 8 λ .
6 3

+
⇔ = ⇔ + = − + ⇔ + = − +

−

⇔ = ⇔ = =

 

 Άρα, η ευθεία 4y x
3

=  είναι λύση του προβλήματος.  

 Στη συνέχεια εξετάζουμε αν η ευθεία που διέρχεται από το σημείο ( )Ο 0,0  και 
είναι κάθετη στον x x′ , δηλαδή η ευθεία x 0= , αποτελεί λύση του προβλήματος. 
Η εν λόγω ευθεία τέμνει τις ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  στα σημεία ( )Α 0, 1−  και 

( )Β 0, 10−  αντίστοιχα για τα οποία ισχύει  

( ) ( )22 2ΑΒ 0 10 1 9 9.= + − + = =  

 Επομένως, η ευθεία x 0=  αποτελεί επίσης λύση του προβλήματος.  
 
 
16. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από το σημείο 

( )Ο 0,0  και σχηματίζει με τις ευθείες  
x 0 και y x 6= = − +  

  τρίγωνο εμβαδού Ε 6 τ.μ.=  
 
 

( )Ο 0,0

Α

Β

( )1ε

( )2ε

Ο

Α
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Σχόλιο 
H ζητούμενη ευθεία διέρχεται 
από το σημείο ( )Ο 0,0  και συνε-
πώς (αφού δεν είναι η ευθεία 
x 0)=  έχει εξίσωση της μορφής 
y λx.=  Η εύρεση του συντε-
λεστή διεύθυνσης λ θα προκύψει 
από την αξιοποίηση της σχέσης 

Ε 6 τ.μ.=  

( )Ο 0,0

6 6λΑ ,
λ 1 λ 1

 
 + + 

y

x

( )Β 0,6

y λx=

y x 6= − +

Δ

Λύση 
 

Έστω y λx=  η εξίσωση της ζητούμενης ευθεί-
ας. Η ευθεία αυτή τέμνει την ευθεία y x 6= − +  

σε σημείο Α που οι συντεταγμένες του είναι η 
λύση του συστήματος 

( )

y λx y λx
y x 6 λx x 6

6λyy λx λ 1
λ 1 x 6 6x

λ 1

= = 
⇔ = − + = − + 

 ==  +⇔ ⇔ + =  =
 +

 

Δηλαδή,  
6 6λΑ , .

λ 1 λ 1
 
 + + 

 

Επίσης, η ευθεία y x 6= − +  τέμνει την ευθεία 
x 0=  (άξονας y y)′  στο σημείο ( )Β 0,6 .  Γνωρί-

ζουμε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ είναι 
Ε 6 τ.μ.=  Δηλαδή 

( ) ( )1 1 6ΟΒ ΑΔ 6 6 6
2 2 λ 1
λ 1 3 λ 1 3 ή λ 1 3
λ 2 ή λ 4.

⋅ = ⇔ ⋅ =
+

⇔ + = ⇔ + = + = −

⇔ = = −

 

Άρα, το πρόβλημα έχει δύο λύσεις, τις ευθείες  

1 2ε : y 2x και ε : y 4x.= = −  

 
 
 17. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε , η οποία διέρχεται από το 

σημείο ( )Μ 3,0  και τέμνει τις ευθείες 
η :y x=      και    ζ : y 2x 3= − +  

 στα σημεία Α και Β αντίστοιχα τέτοια, ώστε το σημείο Μ να είναι 
το μέσο του τμήματος ΑΒ. 

 
 
 

Α

y

O
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Λύση 
 

α΄  τρόπος (γενικός)  
  Έστω ότι η ζητούμενη ευθεία (ε) έχει συντελεστή διεύθυνσης λ. Εφόσον διέρχε-

ται από το σημείο Μ(3, 0) η εξίσωσή της είναι 
y 0 λ(x 3) y λx 3λ− = − ⇔ = − . 

  Οι συντεταγμένες του σημείου Α είναι η λύση του συστήματος 

( )
3λxλ 1 x 3λy λx 3λ λx 3λ x λ 1

y x y x 3λy x y
λ 1

 = − == − − =    −⇔ ⇔ ⇔   = = =    =
 −

 

 Επομένως 3λ 3λΑ ,
λ 1 λ 1

 
 − − 

. 

 Οι συντεταγμένες του σημείου Β είναι η λύση του συστήματος 

( )λ 2 x 3λ 3y λx 3λ λx 3λ 2x 3
y 2x 3 y 2x 3 y 2x 3

3λ 3 3λ 3x x
λ 2 λ 2

3λ 3 3λy 2 3 y
λ 2 λ 2

 + = += − − = − +  ⇔ ⇔  = − + = − + = − +  
+ + = =  + +⇔ ⇔ + − = − + =

  +  +

 

  Επομένως 3λ 3 3λΒ ,
λ 2 λ 2
+ − 

 + + 
 . 

  Το σημείο Μ(3, 0) είναι το μέσο του τμήματος ΑΒ. Οπότε έχουμε: 

  3λ 3λ 3 6
λ 1 λ 2

+
+ =

− +
 (1) 

 και 

  3λ 3λ 0
λ 1 λ 2

−
+ =

− +
 (2) 

  Η εξίσωση (1) ισοδύναμα γράφεται 

( ) ( )( ) ( )( )
2 2 2

3λ λ 2 λ 1 3λ 3 6 λ 1 λ 2

3λ 6λ 3λ 3 6λ 6λ 12
3 12 που είναι αδύνατο.

+ + − + = − +

⇔ + + − = + −
⇔ − = −

 

  Άρα, δεν υπάρχει ευθεία ( )ε  με εξίσωση της μορφής y λx 3λ= −  η οποία να 

είναι λύση του προβλήματος. 
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( )ε

Β

( )ζ

( )η

  Στη συνέχεια εξετάζουμε αν η κατακόρυφη ευθεία που διέρχεται  από το σημείο 
( )Μ 3,0 , δηλαδή η ευθεία 

ε : x 3=  
 είναι λύση του προβλήματος. Η εν λόγω ευθεία τέμνει τις ευθείες   

η : y x και ζ : y 2x 3= = − +  
 στα σημεία ( ) ( )Α 3,3 και Β 3, 3−  αντίστοιχα. Παρατηρούμε ότι το μέσο του 

τμήματος ΑΒ είναι το σημείο (3, 0), δηλαδή το σημείο Μ. 
 Επομένως η ευθεία ε: x = 3 είναι η μόνη λύση του προβλήματος. 
  
β΄ τρόπος (ειδικός) 
 

Τα σημεία Α και Β είναι σημεία των ευθειών 
η : y x και ζ : y 2x 3= = − +  αντίστοιχα.  
Οπότε τα σημεία αυτά έχουν τις μορφές  
( ) ( )Α α, α και Β β, 2β 3− + , για κάποια 

α,β∈ .  Το σημείο ( )Μ 3,0  είναι το μέσο 

του  τμήματος ΑΒ. Οπότε έχουμε: 
α β α 2β 33 και 0.

2 2
+ − +

= =  

Δηλαδή 
α β 6 α 3
α 2β 3 β 3
+ = = 

⇔ − = − = 
. 

 Επομένως, ( ) ( )Α 3,3 και Β 3, 3− . Και επειδή 
η ευθεία ( )ε  διέρχεται από τα  σημεία αυτά, 
τα οποία έχουν την ίδια τετμημένη x 3= , συ-
μπεραίνουμε ότι η ζητούμενη εξίσωση της ( )ε  
είναι η x 3= . 
 
 
18. Δίνονται τα σημεία   

( )Α 1, 0   και  ( )−Β 2, 3 . 
 Να βρείτε: 
 i) το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία 

ισχύει η σχέση 

( ) ( )2 2ΜΑ ΜΒ 12− =  
 ii) το σημείο Γ του παραπάνω γεωμετρικού τόπου, το οποίο απέχει 

από την αρχή των αξόνων ( )Ο 0, 0 ελάχιστη απόσταση. 

Σχόλιο 
Η ειδική λύση του β΄ τρόπου είναι 
μεν ελκυστική για τη συντομία της, 
χωρίς όμως να ανατρέπει τη βαρύ-
τητα του πρώτου καθολικού τρό-
που. 
 

Α

Μ



Η ευθεία στο επίπεδο  167 
 

 
 
 

 

 
Λύση 
 
i) Έστω ( )Μ x, y . Οπότε, 

( ) ( ) ( )2 2ΜΑ x 1 y 0= − + −  
 και 

( ) ( ) ( )2 2ΜΒ x 2 y 3 .= + + −  
 Επομένως, η σχέση 

( ) ( )2 2ΜΑ ΜΒ 12− =  

 ισοδύναμα γράφεται 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 22x 1 y x 2 y 3 12   − + − + + − =   
   

 

   ( ) ( ) ( )2 2 22x 1 y x 2 y 3 12⇔ − + − + − − =  

   2 2 2 2x 2x 1 y x 4x 4 y 6y 9 12⇔ − + + − − − − + − =  

   6x 6y 24 0⇔ − + − = x y 4 0⇔ − + − = y x 4.⇔ = +  

 Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι η ευθεία ( )ε  με εξίσωση   

y x 4= + . 

ii)  α΄ τρόπος 
 Από την Ευκλείδεια γεωμετρία γνωρίζουμε ότι, 

το ζητούμενο σημείο είναι η προβολή του ση-
μείου Ο πάνω στην ευθεία ( )ε . Δηλαδή, το ση-
μείο Γ της ευθείας ( )ε  για το οποίο ισχύει  

( )ΟΓ ε⊥  

 Για να βρούμε τις συντεταγμένες του σημείου Γ 
βρίσκουμε αρχικά την εξίσωση της ευθείας ΟΓ. 
Έχουμε λοιπόν 

ΟΓ ελ λ 1⋅ = − ΟΓλ 1 1⇔ ⋅ = − ΟΓλ 1⇔ = −  
 Άρα, η ευθεία ΟΓ έχει εξίσωση  y x.= −  

 Οι συντεταγμένες του σημείου Γ είναι η λύση του συστήματος 
y x x 4 x x 2
y x 4 y x 4 y 2.
= − + = − = −  

⇔ ⇔  = + = + =  
 

 Δηλαδή,  
( )Γ 2, 2 .−  

1η Μέθοδος 
Γεωμετρικών Τόπων 
Για να βρούμε το γεωμετρικό τόπο 
των σημείων ( )Μ x, y  του επιπέ-
δου που επαληθεύουν μία εξίσωση 
αρκεί να βρούμε μία εξίσωση με 
δύο αγνώστους x, y την οποία επα-
ληθεύουν οι συντεταγμένες των 
σημείων Μ και μόνο αυτές. 
 

Ο 

( )εy 

x 

 Γ •
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 β΄ τρόπος: 
 Η απόσταση τυχαίου σημείου ( )Μ x, y   της ευθείας  

ε : y x 4= +  
 από την αρχή των αξόνων ( )O 0, 0  είναι  

                       ( )ΟΜ  ( )22 2 2x y x x 4= + = + +  

  ( )2 22x 8x 16 2 x 4x 4 8= + + = + + +  

  ( )22 x 2 8 8= + + ≥   για κάθε  x .∈   

 Η ισότητα ισχύει μόνο για  x 2= − .  Δηλαδή, η ελάχιστη τιμή της απόστασης  
( )ΟΜ   είναι  8   και επιτυγχάνεται μόνο για   

x 2= −      και     y 2 4 2.= − + =  

 Άρα, το ζητούμενο σημείο είναι το σημείο ( )Γ 2, 2 .−  

 
 

19. Έστω σημεία Μ, Μ′  συμμετρικά ως προς τον άξονα x x′  και το ση-
μείο ( )Α 1,0 . Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ, για τα 
οποία ισχύει η σχέση 

ΑΜ ΑΜ 0.′⋅ =
 

 
 
Λύση 
 

Έστω ( )Μ x, y , οπότε ( )Μ x, y .′ −  Έχουμε λοιπόν 

( ) ( )ΑΜ x 1, y και AM x 1, y′= − = − −
 

 

Επομένως, η σχέση ΑΜ ΑΜ 0′⋅ =
 

 ισοδύναμα γράφεται 
( )( ) ( )
( )
( )( )

2 2

x 1 x 1 y y 0

x 1 y 0

x 1 y x 1 y 0
x 1 y 0 ή x 1 y 0
y x 1 ή y x 1.

− − + − =

⇔ − − =

⇔ − − − + =

⇔ − − = − + =
⇔ = − = − +

 

Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι το σύνολο 
των σημείων των ευθειών 

1ε : y x 1= −    και   2ε : y x 1.= − +  

Σχόλιο 
Παριστάνουμε με ( )x, y  
τις συντεταγμένες του ση-
μείου Μ και βρίσκουμε 
την εξίσωση ή τις εξισώ-
σεις με τις οποίες αυτές 
συνδέονται μεταξύ τους. 
Για τον σκοπό αυτό μετα-
φράζουμε την πληροφορία 
που έχουμε για το σημείο 
Μ σε αλγεβρική γλώσσα. 
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20. Δίνεται το σημείο  ( )− +Μ λ 1, 2λ 1   με  λ .∈  
 i) Να αποδείξετε ότι το σημείο Μ ανήκει σε ευθεία  ( )ε . 
 ii) Να υπολογίσετε το εμβαδό του τριγώνου που σχηματίζει η ευθεία 

( )ε  με τους άξονες. 
 
Λύση 
 

i) Έστω ( )Μ x, y .  Τότε έχουμε 

x λ 1= −     και     y 2λ 1.= +  

 Από την πρώτη σχέση παίρνουμε  λ x 1= +  και 
αντικαθιστώντας στη δεύτερη σχέση έχουμε  

( )y 2 x 1 1= + +  

 ή ισοδύναμα 
y 2x 3.= +  

 Άρα, το σημείο Μ ανήκει στην ευθεία ( )ε  με 
εξίσωση 

y 2x 3.= +  
 
ii) H ευθεία ( )ε  τέμνει τους άξονες στα σημεία 

3Α , 0
2

 − 
 

    και   ( )Β 0, 3 . 

 Επομένως, 

   ( ) 3 3ΟΑ
2 2

= − =     και     ( )ΟΒ 3 3.= =  

 Άρα, το ζητούμενο εμβαδό είναι 

       ( ) ( ) ( )1 1 3 9ΟΑΒ ΟΑ ΟΒ 3
2 2 2 4

= ⋅ = ⋅ ⋅ =   τ.μ. 

 
 

21. Δίνονται  τα σημεία  ( ) ( )Α 2,4 και Β 5,8 . Να βρείτε το σημείο Μ 
του άξονα x x′ , έτσι ώστε το άθροισμα  

( ) ( )Σ ΜΑ ΜΒ= +  

 να γίνεται ελάχιστο. 

2η Μέθοδος 
Γεωμετρικών Τόπων 
Όταν οι συντεταγμένες x 
και y των σημείων ( )M x, y  
του ζητούμενου γεωμετρι-
κού τόπου περιέχουν κά-
ποια παράμετρο λ, προ-
σπαθούμε να βρούμε την 
εξίσωση που συνδέει τα x 
και y απαλείφοντας την 
παράμετρο λ. 
 

Α 
O 

B 

y 

x 

( )ε
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Λύση 
 
 
 
 

Παρατηρούμε ότι τα σημεία Α και Β βρίσκονται 
πάνω από τον άξονα x x.′   Οπότε, το συμμετρικό 
του σημείου Α ως προς τον άξονα x x′ , δηλαδή το 
σημείο ( )Α 2, 4′ −  βρίσκεται κάτω από τον άξονα 

x x′  και μάλιστα ισχύει 

( ) ( )ΜΑ ΜΑ′=  

αφού ο άξονας x x′  είναι η μεσοκάθετος του τμή-
ματος ΑΑ .′  Επομένως, 

( ) ( ) ( ) ( )Σ ΜΑ ΜΒ ΜΑ ΜΒ .′= + = +  

Άρα, το άθροισμα Σ γίνεται ελάχιστο ακριβώς 
τότε όταν τα σημεία Α ,′  Μ και Β είναι συνευθει-

ακά.  Δηλαδή, το ζητούμενο σημείο Μ είναι το 
σημείο τομής της ευθείας Α Β′  με τον άξονα x x.′  

Έχουμε λοιπόν 

( )
Α Β

8 4 12λ 4.
5 2 3′

− −
= = =

−
 

Οπότε,  

  ( ) ( )Α Β : y 4 4 x 2 y 4x 12′ − − = − ⇔ = −  

και συνεπώς οι συντεταγμένες του σημείου Μ 
είναι η λύση του συστήματος 

    
y 4x 12 0 4x 12 x 3
y 0 y 0 y 0
= − = − =  

⇔ ⇔  = = =  
. 

Δηλαδή,  

( )Μ 3,0 . 

 

 

 

 

Σχόλιο 
Το πρόβλημα θα ήταν εύκολο αν 
τα σημεία Α και Β βρίσκονταν 
εκατέρωθεν του άξονα x x.′  
Στην περίπτωση αυτή το άθροι-
σμα ( ) ( )Σ MA ΜΒ= +  ελαχι-

στοποιείται όταν τα σημεία Α, 
Μ και Β είναι συνευθειακά. Τα 
παραπάνω οδηγούν τη σκέψη 
μας σε μια ωραία ιδέα. Να 
βρούμε ένα σημείο Α′  κάτω 
από τον άξονα x x′  τέτοιο, ώστε 

( ) ( )ΜΑ ΜΑ′ = . 

Το σημείο Α′  προφανώς δεν 
είναι άλλο από το συμμετρικό 
του Α ως προς τον άξονα x x.′  

( )Β 5,8

xΟ

( )Α 2, 4

y

Μ

( )Α 2, 4′ −
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Προτεινόμενες Ασκήσεις 
 
 
1. Να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης: 
 i) της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία  

( )A 1,7  και ( )B 2, 3−  

 ii) της ευθείας που διέρχεται από το σημείο ( )O 0,0  και σχηματίζει με τον άξο-
 να x x′  γωνία  

πω
4

=  

 iii) της ευθείας που διέρχεται από το σημείο ( )O 0,0  και είναι κάθετη στην ευ-
 θεία AB . 

 
2. Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζουν με τον άξονα x x′  οι ευθείες που διέρχο-

νται από τα σημεία: 

 i) ( )A 1,3  και ( )B 5,7    ii) ( )A 2,5−  και ( )B 4, 1−  

 iii) ( )A 8, 2−  και ( )B 8,9    iv) ( )A 4, 7−  και ( )B 5, 7− − . 

 
3. Δίνονται τα σημεία  

( )A 1,2 , ( )B 3,4  και ( )Γ 4,7− . 

 i) Να βρείτε τους συντελεστές διεύθυνσης των ευθειών ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ. 
 ii) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο. 
 

4. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από το σημείο ( )A 1, 4−  και: 

 i) σχηματίζει με τον άξονα x x′  γωνία  
3πω
4

=  

 ii) είναι παράλληλη προς το διάνυσμα  

( )δ 1,3=


 

 iii) είναι κάθετη προς το διάνυσμα  

( )δ 5,0=


. 
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5. Nα βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  η οποία διέρχεται από το σημείο 

( )Α 1, 3  και: 

 i) έχει συντελεστή διεύθυνσης λ 2= −  
 ii) είναι παράλληλη στον άξονα x x′  
 iii) είναι παράλληλη στο διάνυσμα ( )u 0,4=

  

 iv) τέμνει τον άξονα x x′  στο σημείο ( )B 4,0  
 
6. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  η οποία διέρχεται από το σημείο 

( )Α 2, 5  και: 

 i) σχηματίζει με τον άξονα x x′  γωνία 3π
4

 

 ii) είναι παράλληλη προς το διάνυσμα ( )u 1, 3= −
  

 iii) είναι κάθετη στον άξονα x x′  
 iv) τέμνει τον άξονα y y′  στο σημείο ( )B 0, 3  
 
7. Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές τα σημεία 

( )A 2,4 , ( )B 0, 3−  και ( )Γ 8,1  

 Να βρείτε: 
 i) την εξίσωση του ύψους του ΑΔ 
 ii) την εξίσωση της διαμέσου ΑΜ 
 iii) την εξίσωση της μεσοκαθέτου της πλευράς ΒΓ. 
 

8. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με  
( )A 2,7 , ( )B 1, 3   και ( )Γ 5,1 . 

 Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο Β και είναι πα-
ράλληλη προς τη διάμεσο ΑΜ του τριγώνου ΑΒΓ. 

 
 
9. Δίνεται το τετράπλευρο ΑΒΓΔ με κορυφές τα σημεία  

( )A 0,4 , ( )B 1,0− , ( )Γ 3, 2−  και ( )Δ 5,6  

 i) Να αποδείξετε ότι το ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο. 
 ii) Να βρείτε τις εξισώσεις των διαγωνίων του ΑΒΓΔ. 
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10. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος του ΑΔ. Αν είναι  
AB : y 3x 1, AΔ : y x 3     και  Γ 3, 2 , 

  να βρείτε: 
 i) τις συντεταγμένες της κορυφής Α 
 ii) την εξίσωση της ευθείας ΓΒ 
 iii) τις συντεταγμένες της κορυφής Β 
 iv) την εξίσωση της διαμέσου ΒΜ 
 

11. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με  
1 1ΑΒ :y x 1, AΔ : y x
4 4

      και  Γ 7, 3 .  

 Να βρείτε: 
 i) τις συντεταγμένες της κορυφής Α 
 ii) τις εξισώσεις των ευθειών ΓΒ και ΓΔ 
 iii) τις συντεταγμένες της κορυφής Β. 
 
 
12. Δίνεται το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με κέντρο το σημείο  K 4,1 . Οι πλευρές 

ΑΒ και ΑΔ έχουν εξισώσεις  

y x 8       και    y 2x 7   

 αντίστοιχα. Να βρείτε: 
 i) τις συντεταγμένες του σημείου Α 
 ii) τις συντεταγμένες του σημείου Γ 
 iii) την εξίσωση της ευθείας ΒΓ. 
 

13. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ του οποίου τα ύψη ΒΔ και ΓΕ έχουν εξισώσεις  

y 2x 15      και    y 7x 35   

 αντίστοιχα και η κορυφή Α έχει συντεταγμένες  1,2 . Να βρείτε: 

 i) τις εξισώσεις των πλευρών ΑΒ και ΑΓ 
 ii) τις συντεταγμένες της κορυφής Β 
 iii) την εξίσωση της διαμέσου ΑΜ. 
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14. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ του οποίου η μία διαγώνιος έχει εξίσωση  

2y x 4
3

= + . 

 Οι πλευρές ΑΒ και ΑΔ έχουν εξισώσεις  

y x 2= −     και     y 2x 4= +  

 αντίστοιχα. 
 i) Να βρείτε τις συντεταγμένες της κορυφής Α. 
 ii) Να αποδείξετε ότι η δοθείσα διαγώνιος είναι η ΒΔ. 
 iii) Να βρείτε τις συντεταγμένες της κορυφής Β. 
 iv) Να βρείτε την εξίσωση της πλευράς ΒΓ. 

 

15. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ τέτοιο, ώστε  
( )Α 0, 4− , ( )Β 4, 12−  και ( )Γ 7, 0 .   

 Να βρείτε: 
 i) τις εξισώσεις των ευθειών ΔΑ και ΔΓ 
 ii) τις συντεταγμένες της κορυφής Δ 
 iii) την εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από τα μέσα Μ και Ν των πλευ-

ρών ΑΔ και ΓΔ αντίστοιχα. 
 
16. Δίνεται το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ του οποίου οι πλευρές ΑΒ και ΑΔ έχουν 

εξισώσεις  

1y x 2
2

= − −     και    3y x 2
2

= +  

 αντίστοιχα. 
 i) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Α. 
 ii) Αν η εξίσωση της μιας διαγωνίου του ΑΒΓΔ είναι  

5y x 2
2

= − + , 

  να βρείτε: 
  α) τις συντεταγμένες του σημείου Β 
  β) την εξίσωση της πλευράς ΒΓ. 
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17. Μια ευθεία ( )ε  διέρχεται από τα σημεία  

( )A 1,α− , ( )B 7,β  και ( )Γ 1,3 .  

 i) Να αποδείξετε ότι 

β 12 3α.= −  

 ii) Αν η ευθεία ( )ε  είναι κάθετη στην ευθεία  

η : y 2x,=  

  τότε: 
  α) να υπολογίσετε τις τιμές των α και β 
  β) να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε . 

 
18. Δίνονται τα σημεία 

( )A 2, 3− ,    ( )B 0,1      και ( )Γ 2, 1−  

 i) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά 
 ii) Να βρείτε την προβολή του σημείου ( )K 7,0  πάνω στην ευθεία ΑΒ. 

 

19. Δίνεται το σημείο ( )A 5,1  και η ευθεία 

ε : y 2x 4.= −  
 Να βρείτε: 
 i) την εξίσωση της ευθείας ( )ζ  που διέρχεται από το Α και είναι κάθετη στην 

ευθεία ( )ε  

 ii) τις συντεταγμένες του σημείου τομής των ευθειών ( )ε  και  ( )ζ  

 iii) την απόσταση του σημείου Α από την ευθεία ( )ε  

 iv) το συμμετρικό του σημείου Α ως προς την ευθεία ( )ε . 

 

20. Δίνονται τα σημεία  

( )A 1,2− ,     ( )B 2,3  και    ( )Γ 5,0 .  

 i) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β και Γ αποτελούν κορυφές τριγώνου. 
 ii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΒΓ. 
 iii) Να βρείτε την εξίσωση του ύψους ΑΔ. 
 iv) Να υπολογίσετε το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ. 
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21. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με  

( )A 0,3 , ( )B 7,0  και ( )Γ 6,17 . 

 i) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο. 
 ii) Να βρείτε το σημείο Δ της ευθείας ΑΓ για το οποίο ισχύει η σχέση  

( ) ( )ΒΔ BΓ= . 

 iii) Να υπολογίσετε το εμβαδό του τριγώνου ΒΓΔ. 
 

22. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ( )A 0,4 , ( )Γ 9,1  και εσωτερική διχοτόμο ΒΔ την ευ-

θεία με εξίσωση  

y x= . 

 i) Ποιο είναι το συμμετρικό του σημείου Α ως προς τη διχοτόμο ΒΔ; 

 ii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΒΓ. 

 iii) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Β. 

 

23. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ( )A 2,8 . Αν οι διχοτόμοι ΒΔ και ΓΕ του τριγώνου 
ΑΒΓ έχουν εξισώσεις  

y = x     και     y = 4 

 αντίστοιχα, να βρείτε: 

 i) το συμμετρικό Α′  του σημείου Α ως προς την ευθεία ΒΔ 

 ii) το συμμετρικό Α′′  του σημείου Α ως προς την ευθεία ΓΕ 

 iii) την εξίσωση της ευθείας ΒΓ. 

 
24. Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ του οποίου η κορυφή Α έχει συντεταγμένες ( )2,5  και 

η μία διαγώνιος έχει εξίσωση  

y x 1= − . 

 i) Να αποδείξετε ότι η δοθείσα διαγώνιος είναι η ΒΔ. 
 ii) Να βρείτε την εξίσωση της διαγωνίου ΑΓ. 
 iii) Να βρείτε το κέντρο του τετραγώνου ΑΒΓΔ. 
 iv) Να βρείτε τις συντεταγμένες της κορυφής Γ. 
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25. Δίνεται το τετράγωνο ΑΒΓΔ με  

( )A 0,2     και    ( )Γ 4,0 . 

 Η κορυφή Β βρίσκεται κάτω από τον άξονα x x′ . Να βρείτε: 
 i) το κέντρο Κ του τετραγώνου ΑΒΓΔ 
 ii) την εξίσωση της διαγωνίου ΒΔ 
 iii) τις κορυφές Β και Δ 
 iv) το εμβαδό του τετραγώνου ΑΒΓΔ. 

 
26. Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ με ( )A 1,1  και ( )Γ 3, 5 .   

 Να βρείτε: 

 i) την εξίσωση της ευθείας ΒΔ 

 ii) τις συντεταγμένες των κορυφών Β και Δ. 

 
27. Δίνονται οι ευθείες  

1ε : y x 1= −     και     2ε : y 3x 1= − . 

 Μία ευθεία ( )ε  διέρχεται από το σημείο ( )M 3,4  και τέμνει τις ευθείες ( )1ε  και 

( )2ε  στα σημεία Α και Β αντίστοιχα έτσι, ώστε το σημείο Μ να είναι το μέσο 
του τμήματος ΑΒ. 

 i) Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες των σημείων Α και Β. 

 ii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε . 

 
28. Δίνονται οι ευθείες:  

1ε : y x=      και    2ε : 1y x 1
2

= − . 

 Μία ευθεία ( )ε  διέρχεται από το σημείο ( )M 5,3  και τέμνει τις ευθείες ( )1ε , 

( )2ε  στα σημεία Α, Β αντίστοιχα έτσι, ώστε το σημείο Μ να είναι το μέσο του 
τμήματος ΑΒ. 

 i) Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες των σημείων Α και Β. 

 ii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε . 
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29. Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το σημείο ( )Ρ 1,4  και 
σχηματίζουν με τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο. 

 
30. Δίνεται το σημείο ( )K 2,3 . 

 i) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  που διέρχεται από το σημείο Κ και 
 σχηματίζει με τους άξονες x x′  και y y′  ισοσκελές τρίγωνο. 

 ii) Να υπολογίσετε το εμβαδό του παραπάνω τριγώνου. 
 

31. Δίνεται η ευθεία ( )ε  με εξίσωση  

y λx κ= +  

 η οποία διέρχεται από τα σημεία  

( )O 0,0     και    ( )A 2,1 . 

 i) Να βρείτε τους αριθμούς κ και λ. 

 ii) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που είναι κάθετες στην ευθεία ( )ε  και 
σχηματίζουν με τους άξονες τρίγωνο εμβαδού E 16=  τ.μ. 

 
32. Δίνονται οι ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  με εξισώσεις 

y x 1= +  

 και 
y 2x 1= −  

 αντίστοιχα. Να βρείτε: 

 i) το σημείο τομής Μ των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε  

 ii) την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο Μ και τέμνει τους θε-
τικούς ημιάξονες Οx και Οy στα σημεία Α και Β, ώστε το άθροισμα της τε-
τμημένης του Α και της τεταγμένης του Β να είναι ίσο με 12. 

 

33. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε η οποία είναι παράλληλη προς την ευθεία 
η : y 2x= −  και σχηματίζει με τους θετικούς ημιάξονες Οx και Oy τρίγωνο εμ-
βαδού 9 τ.μ. 
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34. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από το σημείο ( )Ρ 3, 4  και 

σχηματίζει με τους θετικούς ημιάξονες Οx  και Oy  τρίγωνο εμβαδού 24 τ.μ. 

 
35. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  η οποία είναι κάθετη προς το διάνυσμα 

( )α 5,3=


 και τέμνει τους άξονες x x′  και y y′  στα σημεία Α και Β αντίστοιχα 

τέτοια, ώστε η διαφορά της τετμημένης του σημείου Α από την τεταγμένη του 
σημείου Β να είναι ίση με 4. 

  
36. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  η οποία διέρχεται από το σημείο 

( )Μ 2,5  και τέμνει τις ευθείες 

1ε : y x= −    και    2ε : y x 1= − +  

 στα σημεία Α και Β αντίστοιχα τέτοια, ώστε ( )AB 1.=  

 
37. Δίνεται το σημείο ( )Α 2, 1 .−  Αν  Ο είναι η αρχή των αξόνων, να βρείτε: 

 i) τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει η 
σχέση  

( ) ( )2 2ΑΜ 3 ΟΜ= +  

 ii) το σημείο Β του παραπάνω γεωμετρικόυ τόπου το οποίο απέχει από το ση-
μείο Ο ελάχιστη απόσταση. 

 
38. Δίνονται τα σημεία 

( ) ( )A 1,0 , B 0, 1−   και  ( )Γ 2, 1 .−  

 i) Nα αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ του επιπέδου για τα 
οποία ισχύει η σχέση 

( ) ( ) ( )2 2 22 ΜΓ 2 ΜΑ ΜΒ= + +  

  είναι μία ευθεία ( )ε  η οποία διέρχεται από το σημείο Α. 

 ii) Να βρείτε το συμμετρικό Β′  του σημείου Β ως προς την ευθεία ( )ε .  
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39. Δίνονται τα σημεία του επιπέδου ( )Μ λ 5, 2λ 3+ +  για κάθε λ .∈  

 i) Nα αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ είναι μία ευθεία ( )ε .  

 ii) Nα βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )η  η οποία είναι παράλληλη προς την 

ευθεία ( )ε  και τέτοια, ώστε οι άξονες να αποκόπτουν από αυτή τμήμα μή-

κους 5.  
 
 
40. Δίνονται τα σημεία  

( )A 2,3  και ( )B 2κ 1, κ+  με κ∈ . 

 i) Να αποδείξετε ότι το σημείο Β ανήκει σε σταθερή ευθεία. 
 ii) Να βρείτε την προβολή Μ του σημείου Α πάνω στην ευθεία ( )ε . 

 iii) Να βρείτε το συμμετρικό Γ του σημείου Α ως προς το σημείο Μ. 
 iv) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 
 v) Να υπολογίσετε την τιμή του κ, ώστε το τρίγωνο ΑΒΓ να είναι ορθογώνιο. 
 
 
41. Έστω η ευθεία 

ε : y x=  
 και το σημείο 

( )M 2λ, λ 3 ,+  όπου λ .∈  

 Αν Ν είναι το συμμετρικό του σημείου Μ ως προς την ευθεία ( )ε  να αποδείξετε 

ότι: 
 i) τα σημεία Μ και Ν ανήκουν αντίστοιχα σε δύο ευθείες  ( )1ε  και ( )2ε  

 ii) οι ευθείες ( ) ( ) ( )1 2ε , ε και ε  διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

 
 
42. Δίνονται οι ευθείες 

1ε : y x 2λ= +    και   2ε : y 2x λ,= +  
 όπου λ σταθερός πραγματικός αριθμός. 
 i) Να βρείτε το σημείο τομής Μ των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε .  

 ii) Να αποδείξετε ότι το σημείο Μ ανήκει σε μία σταθερή ευθεία ( )ε  για κάθε 

λ .∈  

 



Η ευθεία στο επίπεδο  181 
 

 
 
 
 

Γενική Μορφή Εξίσωσης Ευθείας 
 
 
 

Θεώρημα (Η Εξίσωση Ax + By + Γ = 0,  με Α≠0  ή   Β≠0) 
 
 

Κάθε ευθεία του επιπέδου έχει εξίσωση της μορφής 
μεAx By Γ 0 Α 0 ή Β 0+ + = ≠ ≠  

και αντιστρόφως κάθε εξίσωση της παραπάνω μορφής παριστάνει ευθεία γραμμή. 
 
Απόδειξη 
 

● Έστω ( )ε  μια ευθεία του καρτεσιανού επιπέδου. 

 ■ Αν η ευθεία ( )ε  τέμνει τον άξονα y y′  στο σημείο ( )Σ 0,β  και έχει συντελε-

στή διεύθυνσης λ, τότε έχει εξίσωση y λx β= + , η οποία γράφεται 

( )λx 1 y β 0.+ − + =  

 ■ Αν η ευθεία ( )ε  είναι κάθετη στον άξονα x x′  και διέρχεται από το σημείο 

( )0 0Ρ x , y , τότε έχει εξίσωση 0x x= , η οποία γράφεται 

( )01 x 0 y x 0.⋅ + ⋅ + − =  

  Επομένως, σε κάθε περίπτωση η ευθεία ( )ε  έχει εξίσωση της μορφής 

Ax By Γ 0+ + =   με  Α 0≠   ή  Β 0≠  

● Αντιστρόφως, θεωρούμε την εξίσωση 
 Ax By Γ 0+ + =   με  Α 0≠   ή  Β 0≠ . 

 ■ Αν Β 0≠ , τότε η εξίσωση γράφεται A Γy x
B Β

= − −  που είναι εξίσωση ευ-

θείας με συντελεστή διεύθυνσης Αλ
Β

= −  και τέμνει τον άξονα y y′  στο ση-

μείο ΓΣ 0,
Β

 − 
 

. 

 ■ Αν Β 0,=  τότε με βάση την υπόθεση είναι Α 0≠  και η εξίσωση γράφεται 
Γx
Α

= −  που είναι  εξίσωση ευθείας κάθετης στον άξονα x x′  στο σημείο 

ΓΡ ,0
Α

 − 
 

.  



182                      Μαθηματικά Β΄ Λυκείου 

 
 
 
 

  Επομένως, σε κάθε περίπτωση η εξίσωση  

 Ax By Γ 0+ + =   με  Α 0≠   ή  Β 0≠ . 

  παριστάνει ευθεία. 
 
Παράδειγμα 
 

Η εξίσωση 4x 5y 7 0− + =  παριστάνει ευθεία, η οποία έχει συντελεστή διεύθυνσης 

4λ
5

=  και τέμνει τον άξονα y y′  στο σημείο 7Σ 0, .
5

 
 
 

 

 
Διάνυσμα Παράλληλο ή Κάθετο σε Ευθεία 
 
 

Πρόταση 

Η ευθεία ( )ε  με εξίσωση  Ax By Γ 0+ + =  είναι:  

● παράλληλη στο διάνυσμα ( )u B, A= −


 

● κάθετη στο διάνυσμα ( )ν Α,Β=


. 
 
 

Απόδειξη 

● Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:    

 ■ Αν Β 0≠ , τότε η ευθεία ( )ε  έχει συντελεστή διεύθυνσης Αλ
Β

= − , ο οποίος 

ισούται με τον συντελεστή διεύθυνσης του διανύσματος u.   Επομένως, 
( )ε //u.  

 ■ Αν Β 0,=  τότε η ευθεία ( )ε  είναι κάθετη στον άξονα x x′  και το ίδιο ισχύει 

για το διάνυσμα u.   Επομένως, ( )ε //u.  

● Παρατηρούμε ότι:  
 ( ) ( )u ν Β, Α Α, Β ΑΒ ΑΒ 0.⋅ = − ⋅ = − =

  

 Οπότε, u ν.⊥
   Και επειδή  ( )ε //u , συμπεραίνουμε ότι ( )ε ν.⊥



 

 
Παράδειγμα 

Η ευθεία ( )ε  με εξίσωση 2x 3y 1 0− + =  είναι παράλληλη στο διάνυσμα ( )u 3, 2= − −
  

και κάθετη στο διάνυσμα ( )ν 2, 3 .= −
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Λυμένες Ασκήσεις 
 
 
22. Να βρείτε τις γραμμές που παριστάνουν οι εξισώσεις: 
 i) ( )+ − =2x 2y 9 0       ii) − + =2 2x 2xy y 0  

 iii) 2 2x y 2xy 4x 4y 3 0+ + − − + = . 
 

 

Λύση 
 

i) Έχουμε 
( )2x 2y 9 0+ − =  

( ) ( )x 2y 3 x 2y 3 0⇔ + − ⋅ + + =  
       x 2y 3 0⇔ + − =   ή   x 2y 3 0+ + = . 

 Άρα, η δοθείσα εξίσωση παριστάνει τις ευθείες 
( )1ε   και   ( )2ε   με εξισώσεις  

x 2y 3 0+ − =  και x 2y 3 0+ + =  

 αντίστοιχα. 
 

ii) Έχουμε 
    2 2x 2xy y 0− + = ( )2x y 0⇔ − = x y 0.⇔ − =  
 Άρα, η δοθείσα εξίσωση παριστάνει την ευθεία ( )ε  με εξίσωση  

x y 0.− =  

iii) Έχουμε 
  2 2x y 2xy 4x 4y 3 0+ + − − + = ( ) ( )2x y 4 x y 3 0.⇔ + − + + =  

 Η παραπάνω εξίσωση είναι εξίσωση β΄ βαθμού ως προς x y+  με διακρίνουσα 

( )2Δ 4 4 1 3 4 0.= − − ⋅ ⋅ = >  
 Επομένως,                           

( )4 4
x y

2
− − ±

+ =  

 Δηλαδή,   
x y 1+ =    ή   x y 3+ = . 

 Άρα, η δοθείσα εξίσωση παριστάνει τις ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  με εξισώσεις 
x y 1 0+ − =   και   x y 3 0+ − = , 

 αντίστοιχα. 

Σημείωση 
Κάθε εξίσωση της μορφής 

Ax By Γ 0+ + =  
με     

Α 0≠   ή    Β 0≠  
παριστάνει ευθεία γραμμή. 
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23. Δίνεται η εξίσωση 

( ) ( ) ( )2 2 2μ 1 x μ μ y μ 1 0, μ .− + + + + = ∈  

 i) Να βρείτε τις τιμές του μ  για τις οποίες η παραπάνω εξίσωση 
παριστάνει ευθεία γραμμή.     

 ii) Να βρείτε τις τιμές του μ  για  τις οποίες η παραπάνω εξίσωση 
παριστάνει ευθεία παράλληλη: 

  α) στον άξονα  ′x x   
  β) στον άξονα ′y y . 
 

Λύση 
 
i) Η δοθείσα εξίσωση παριστάνει ευθεία γραμμή 
 αν και μόνο αν δεν ισχύουν 

 

2

2

μ 1 0 μ 1     ή μ 1
μ 1.και και

μ 0    ή μ 1μ μ 0

 − = = = −
 ⇔ ⇔ = − 
  = = −+ = 

 

 Άρα, η δοθείσα εξίσωση παριστάνει ευθεία 
γραμμή αν και μόνο αν  { }μ 1 .∈ − −  

 
ii) Aποδείξαμε ότι για κάθε μ 1≠ −  η δοθείσα 

εξίσωση παριστάνει ευθεία ( )ε . Η ευθεία αυ-

τή  είναι παράλληλη στο διάνυσμα  

( )2 2u μ μ, μ 1= + − +
  

 και επομένως: 
 

 α) ( )ε // x x′  u // x x′⇔
  

    2μ 1 0⇔ − + =  
    μ 1,⇔ =  αφού μ 1≠ − . 
 

 β) ( )ε // y y′  u // y y′⇔
  

    2μ μ 0⇔ + =  
    μ 0,⇔ =  αφού μ 1≠ − . 

Σημείωση 
Η εξίσωση 

Αx By Γ 0+ + =  

παριστάνει ευθεία γραμμή 
αν και μόνο αν ισχύει 

Α 0≠    ή    Β 0≠  
δηλαδή αν και μόνο αν δεν 
ισχύει 

Α 0=    και    Β 0.=  
 
 
 
Σημείωση 
Η ευθεία ( )ε  με εξίσωση 

Αx By Γ 0+ + =  

είναι παράλληλη στο διάνυ-
σμα 

( )u B, A= −
  

και κάθετη στο διάνυσμα 

( )ν Α, Β .=
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24. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με  
( )Β 0, 2 .−  

 Αν το ύψος ΑΔ έχει εξίσωση   
+ − =2x 3y 17 0  

 και η διάμεσος ΑΜ έχει εξίσωση   
+ − =4x y 9 0 , 

 να βρείτε: 
  i) τις συντεταγμένες της κορυφής Α   
  ii) την εξίσωση της ευθείας ΒΓ 
  iii) τις συντεταγμένες του σημείου Μ  
  iv) την εξίσωση της ευθείας ΑΓ. 
 
 

Λύση 
 

i) To σημείο Α είναι το σημείο τομής των ευθειών 
ΑΔ και ΑΜ. Άρα, οι συντεταγμένες του είναι η 
λύση του συστήματος 

      ( )2x 3y 17 0 2x 3 4x 9 17 0
4x y 9 0 y 4x 9
 + − =  + − + − = ⇔ + − = = − + 

 

                                     
x 1
y 5.
=

⇔  =
    

 Δηλαδή,  
( )Α 1, 5 .  

ii) Έχουμε   
ΒΓ ΑΔ.⊥  

 Οπότε,  

ΒΓ ΑΔ ΒΓ ΒΓ
2 3λ λ 1 λ 1 λ .
3 2

 ⋅ = − ⇔ ⋅ − = − ⇔ = 
 

 

 Άρα, η ευθεία ΒΓ έχει εξίσωση  

( ) ( )3y 2 x 0
2

− − = −  

 δηλαδή 
3y x 2 3x 2y 4 0.
2

= − ⇔ − − =  

 

B 
Μ 

Α 

Γ 
Δ 
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iii) To σημείο Μ είναι το κοινό σημείο των ευθειών 
ΑΜ και ΒΓ. Άρα, οι συντεταγμένες του είναι η 
λύση του συστήματος 

 
4x y 9 0 y 4x 9 y 1

3 3 x 2.y x 2 4x 9 x 2
2 2

 + − = = − + = ⇔ ⇔   == − − + = −  

     

 Δηλαδή,  ( )M 2,1 .  
 

iv) Γνωρίζουμε ότι  ( )Α 1, 5 .  Αρκεί λοιπόν να βρούμε τις συντεταγμένες ( )1 1x , y   

του σημείου Γ.  Προς τούτο, παρατηρούμε ότι το σημείο ( )Μ 2,1  είναι το μέσο 

του τμήματος ΒΓ. Επομένως, ισχύουν οι σχέσεις  

1x 0 2
2
+

=       και      ( )1y 2
1

2
+ −

=    

 από τις οποίες βρίσκουμε 1x 4=   και 1y 4.=  Δηλαδή, ( )Γ 4, 4 .   

 Έχουμε λοιπόν  

AΓ
4 5 1λ .
4 1 3
−

= = −
−

 

 Άρα, η ευθεία ΑΓ έχει εξίσωση  

( )1y 5 x 1
3

− = − −   

 δηλαδή  

1 16y x x 3y 16 0.
3 3

= − + ⇔ + − =  

 
 
 25. Δίνεται ρόμβος ΑΒΓΔ τέτοιος, ώστε 

ΑΔ : x 2y 9, BΓ : x 2y 3 και ΑΓ : y x.+ = + = =  

 Να βρείτε τις συντεταγμένες των κορυφών Α, Β, Γ και Δ. 
 
 
 

B 
Μ 

Α 

Γ 

Δ 
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Λύση 
 

 Oι συντεταγμένες του Α είναι η λύση του συ-
στήματος   

         
x 2y 9 x 2x 9 x 3
y x y x y 3.
+ = + = =  

⇔ ⇔  = = =  
 

 Δηλαδή, ( )Α 3, 3 .  

 Οι συντεταγμένες του Γ είναι η λύση του 
συστήματος 

     
x 2y 3 x 2x 3 x 1
y x y x y 1
+ = + = =  

⇔ ⇔  = = =  
 

 Δηλαδή, ( )Γ 1,1 .   

 Το κέντρο Κ του ρόμβου ΑΒΓΔ είναι το μέ-
σο της διαγωνίου ΑΓ. 

 Επομένως, 

      3 1 3 1Κ , ,
2 2
+ + 

 
 

 δηλαδή ( )Κ 2, 2 .  

 Γνωρίζουμε ότι οι διαγώνιοι του ρόμβου τέ-
μνονται κάθετα.   

 Οπότε 
           ΒΔ ΑΓ ΒΔ ΒΔλ λ 1 λ 1 1 λ 1⋅ = − ⇔ ⋅ = − ⇔ = −  

 Άρα, 
       ( )ΒΔ : y 2 1 x 2 y x 4.− = − − ⇔ = − +  

 Οι συντεταγμένες του Β είναι η λύση του συστήματος 

( )
y x 4y x 4 y x 4 y 1
x 2 x 4 3x 2y 3 x 5 x 5
= − += − + = − + = −  ⇔ ⇔ ⇔   + − + =+ = − = − =  

. 

 Δηλαδή, ( )Β 5, 1 .−   

 Οι συντεταγμένες του Δ είναι η λύση του συστήματος 

( )
y x 4y x 4 y x 4 y 5
x 2 x 4 9x 2y 9 x 1 x 1
= − += − + = − + =  ⇔ ⇔ ⇔   + − + =+ = − = = −  

 

 Δηλαδή, ( )Δ 1,5 .−  

Σχόλιο 
 Αρχικά βρίσκουμε εύκολα 

τις συντεταγμένες των κορυ-
φών Α και Γ, αφού αυτές εί-
ναι σημεία τομής γνωστών 
ευθειών, δηλαδή ευθειών που 
γνωρίζουμε τις εξισώσεις 
τους.  

 Στη συνέχεια, για να βρούμε 
τις συντεταγμένες των κορυ-
φών Β και Δ αξιοποιούμε μία 
βασική πρόταση της Ευκλεί-
δειας Γεωμετρίας. «Οι διχο-
τόμοι του ρόμβου διχοτομού-
νται και τέμνονται κάθετα». 

 
 

Α

Δ

Β

Κ Γ•
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26. Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ τέτοιο, ώστε ( )Α 2, 3− , 
ΑΓ : 3x 4y 6 0 και BΔ : x 0.+ − = =  

  i) Να βρείτε το κέντρο Κ του ορθογωνίου ΑΒΓΔ.    
 ii) Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Β, Γ και Δ. 

  iii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ. 
 
Λύση 
 

i) Το κέντρο Κ του ορθογωνίου ΑΒΓΔ είναι το ση-
μείο τομής των διαγωνίων του. Οπότε, οι συντε-
ταγμένες του είναι η λύση του συστήματος 

    
x 0x 0 x 0

33x 4y 6 0 4y 6 0 y
2

== =  ⇔ ⇔  + − = − = =  

 

 Δηλαδή,  
3Κ 0, .
2

 
 
 

 
 

ii)  Έστω ( )1 1Γ x , y .  Το σημείο Κ είναι το μέσο 

του τμήματος ΑΓ. Επομένως, 

 1 1x 2 y 3 30 και
2 2 2
− +

= =  

  ή ισοδύναμα 
 1 1x 2 και y 0= = . 

  Επομένως, ( )Γ 2, 0 .   

  Τα σημεία Β και Δ είναι σημεία της ευθείας 
x 0= . Οπότε έχουν συντεταγμένες της μορ-
φής ( )20, y  και συνεπώς 

               ( ) ( )2 2ΒΑ 2, 3 y και ΒΓ 2, y= − − = −
 

 
  Όμως, 

     ( )( )2 2

2
2 2 2 2

ΒΑ ΒΓ ΒΑ ΒΓ 0
2 2 3 y y 0

y 3y 4 0 y 1 ή y 4.

⊥ ⇔ ⋅ =

⇔ − ⋅ + − − =

⇔ − − = ⇔ = − =

   

 

  Άρα, 
              ( ) ( )Β 0, 1 και Δ 0, 4−  

  ή 
                 ( ) ( )Β 0, 4 και Δ 0, 1−  

Σημείωση 
Kέντρο ενός ορθογω-
νίου και γενικότερα ενός 
παραλληλογράμμου εί-
ναι το σημείο τομής των 
διαγωνίων του. 
 
 
Σημείωση 
Το κέντρο Κ του ορθο-
γωνίου  ΑΒΓΔ είναι το 
μέσο της διαγωνίου ΑΓ. 
 
 
 
Παρατήρηση 
Για τα σημεία Β και Δ 
έχουμε την ίδια πληρο-
φορία. Είναι σημεία της 
ευθείας x 0=  και βλέ-
πουν τη διαγώνιο ΑΓ 
υπό ορθή γωνία. Οπότε, 
στην προσπάθειά μας να 
βρούμε τις συντεταγμέ-
νες του Β βρίσκουμε 
κατ’ ανάγκη και τις συν-
τεταγμένες του Δ. 
 
 
 

Β( )Α 2,3−

Δ Γ
Κ
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iii) Yποθέτοντας, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι 
( )Β 0, 1−  και ( )Δ 0, 4  έχουμε 

   ( ) ( ) ( )2 2ΑΒ 0 2 1 3 20= + + − − =  
 και 

 ( ) ( ) ( )2 2ΑΔ 0 2 4 3 5= + + − = . 

 Επομένως, το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ 
είναι 

   ( ) ( )Ε ΑΒ ΑΔ 20 5 100 10 τ.μ.= ⋅ = ⋅ = =  

 
27. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ( )Β 4,1 , το ύψος του ΑΔ : 3x 4y 29 0− + =  

και η διχοτόμος του  ΓΖ : x 2y 11 0.+ − =  Να βρείτε: 
  i) Τις συντεταγμένες της κορυφής Γ. 
  ii) Την εξίσωση της ευθείας ΑΓ. 
 
 

Λύση 
 

i) Έχουμε  
ΓΒ ΑΔ.⊥  

 Οπότε,  

ΓΒ ΑΔ ΓΒ

ΓΒ

3λ λ 1 λ 1
4

4λ .
3

⋅ = − ⇔ ⋅ = −

⇔ = −
 

 Επομένως, 

( )

( ) ( )

4ΓΒ : y 1 x 4
3

3 y 1 4 x 4
4x 3y 19 0.

− = − −

⇔ − = − −

⇔ + − =

 

 Οι συντεταγμένες του σημείου Γ είναι η λύ-
ση του συστήματος 

 
( )

x 2y 11x 2y 11 0
4 2y 11 3y 194x 3y 19 0

x 2y 11 x 1
5y 25 y 5

= − ++ − = ⇔  − + + =+ − =  
= − + = 

⇔ ⇔ − = − = 

 

 Άρα, ( )Γ 1, 5 .   

Σχόλιο 
Βρίσκουμε τα μήκη 
των πλευρών ΑΒ και 
ΑΔ. Οπότε, το ζητού-
μενο εμβαδό είναι 

( ) ( )Ε ΑΒ ΑΔ .= ⋅  

Σχόλιο 
Το σημείο Γ είναι το σημείο 
τομής των ευθειών ΓΖ και ΓΒ. 
Η εξίσωση της ευθείας ΓΖ είναι 
γνωστή, ενώ η εξίσωση  της 
ευθείας ΓΒ εύκολα μπορεί να 
βρεθεί. Πράγματι, γνωρίζουμε 
το σημείο της ( )Β 4,1  και ότι  

ΓΒ ΑΔ.⊥  

Α

Δ

Ζ

Γ
Β(4,1)
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ii) Έστω ( )1 1Β x , y′  το συμμετρικό του σημείου 

Β ως προς τη διχοτόμο ΓΖ. Γνωρίζουμε ότι 
το σημείο Β′  είναι σημείο της ευθείας ΑΓ 
και ότι το μέσο Μ του τμήματος ΒΒ′  είναι 
σημείο της ΓΖ. Έχουμε λοιπόν 

ΒΒ ΓΖ

ΒΒ ΒΒ

ΒΒ ΓΖ λ λ 1
1λ 1 λ 2
2

′

′ ′

′ ⊥ ⇔ ⋅ = −

 ⇔ ⋅ − = − ⇔ = 
 

 

 
 Οπότε,  

( )ΒΒ : y 1 2 x 4 y 2x 7′ − = − ⇔ = −  

 Οι συντεταγμένες του Μ είναι η λύση του 

συστήματος 

       
( )

y 2x 7y 2x 7
x 2 2x 7 11x 2y 11 0

y 2x 7 y 3
5x 25 x 5

= −= − ⇔  + − =+ − =  
= − = 

⇔ ⇔ = = 

 

 Δηλαδή ( )Μ 5,3 . Και επειδή το σημείο Μ 

είναι το μέσο του ΒΒ′ έχουμε 

1

1 1

1 1 1

x 4 5 x 4 10 x 62
y 1 y 1 6 y 53

2

+ = + = =  ⇔ ⇔  + + = =  =


 

 Δηλαδή, ( )Β 6,5 .′  Οπότε, 

ΑΓ Β Γ
5 5λ λ 0.
1 6′
−

= = =
−

 

 Και συνεπώς η εξίσωση της ευθείας ΑΓ είναι η y 5.=  
 
 
 28. Να αποδείξετε ότι το σημείο τομής των ευθειών 

+ = + = − ∈1 2ε : x 3y λ και ε : 2x 7y 5λ 1, με λ  
 ανήκει σε σταθερή ευθεία. 
 

Σχόλιο 
Γνωρίζουμε ένα σημείο της ευ-
θείας ΑΓ, το σημείο Γ(1, 5). Αρ-
κεί λοιπόν να βρούμε ακόμη ένα 
σημείο αυτής της ευθείας. Για 
τον σκοπό αυτό, αξιοποιούμε 
την πληροφορία ότι η ΓΖ είναι 
διχοτόμος της γωνίας Γ.  Οπότε, 
το συμμετρικό του σημείου Β 
ως προς τη διχοτόμο ΓΖ είναι 
σημείο της πλευράς ΑΓ. 

Μ

Α

Δ

Β′

Ζ

Γ
Β(4,1)

•

•

•
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Λύση 
 

 Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των ευθειών 
( )1ε  και ( )2ε  είναι η λύση του συστήματος των 
εξισώσεών τους. Έχουμε λοιπόν  

 

( )

( )

x 3y λx 3y λ
2 3y λ 7y 5λ 12x 7y 5λ 1

x 3y λ x 3y λ
6y 2λ 7y 5λ 1 y 3λ 1

x 8λ 3x 3 3λ 1 λ
y 3λ 1y 3λ 1

 = − ++ =  ⇔  − + + = −+ = − 
 = − + = − +⇔ ⇔ − + + = − = − 
 = − += − − + ⇔ ⇔  = −= − 

 

 Δηλαδή, οι ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  τέμνονται στο 
σημείο ( )Μ 8λ 3, 3λ 1 .− + −   

 Για να βρούμε την εξίσωση της γραμμής στην   
οποία ανήκει το σημείο Μ θέτουμε ( )M x, y , οπότε 

      x 8λ 3= − +  και y 3λ 1.= −  
 Από την πρώτη σχέση βρίσκουμε 

x 3λ
8

− +
=  

 και αντικαθιστώντας στη δεύτερη προκύπτει 

( )x 3y 3 1 8y 3 x 3 8
8

8y 3x 9 8 3x 8y 1 0.

− +
= ⋅ − ⇔ = − + −

⇔ = − + − ⇔ + − =
 

 Άρα, το σημείο Μ ανήκει στην ευθεία 
ε : 3x 8y 1 0.+ − =  

 
 29. Δίνεται η εξίσωση 
   ( )+ + = + −α x y 1 3x y 5  (1) 

 όπου α σταθερός πραγματικός αριθμός. 
 i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία για κάθε 

∈α .  
 ii) Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες που ορίζονται από την εξίσω-

ση (1) διέρχονται από το ίδιο σημείο. 
 iii) Να βρείτε εκείνη την ευθεία της εξίσωσης (1) η οποία είναι πα-

ράλληλη προς την ευθεία − +η : y 2x 2.  

Σχόλιο 
Βρίσκουμε τις συντεταγ-
μένες του σημείου τομής 
Μ των ευθειών ( )1ε  και 
( )2ε  λύνοντας το σύστημα 
των εξισώσεών τους. Οι 
συντεταγμένες αυτές είναι 
προφανώς εξαρτημένες 
από την παράμετρο λ. 
Πράγματι, βρίσκουμε  

( )Μ 8λ 3, 3λ 1− + − . 
Στη συνέχεια, θέτουμε  

( )M x, y , 
οπότε 

x 8λ 3, y 3λ 1= − + = −  
και προσπαθούμε να συν-
δέσουμε τα x, y με μία εξί-
σωση, απαλείφοντας την 
παράμετρο λ. 
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Λύση 
 

 

i) Η δοθείσα εξίσωση (1) ισοδύναμα γράφεται 

                                          
( )α x y 1 3x y 5

αx αy α 3x y 5
+ + = + −

⇔ + + = + −
 

    ( ) ( ) ( )α 3 x α 1 y α 5 0⇔ − + − + + =  (2) 
 Η εξίσωση (2) είναι της μορφής Αx Βy Γ 0+ + =  με 

Α α 3= − ,     Β α 1= −      και     Γ α 5= + . 
 Παρατηρούμε ότι: 
 ●  Α 0 α 3 0 α 3= ⇔ − = ⇔ =  
 ●   Β 0 α 1 0 α 1= ⇔ − = ⇔ =  
 Άρα, για κάθε α∈  ισχύει  Α 0 ή Β 0≠ ≠ . 

 Επομένως, οι εξισώσεις (2) και (1) παριστάνουν ευθεία. 
 

ii) ● Από την εξίσωση (1) για α = 0 
και α =1  προκύπτουν οι ευθείες 
(ε1) και (ε2)  με αντίστοιχες εξι-
σώσεις 
             3x y 5 0+ − =  

   και 

            
x y 1 3x y 5
2x 6 x 3
+ + = + −

⇔ = ⇔ =
 

 ● Το σημείο τομής Κ των (ε1) και (ε2) 
έχει συντεταγμένες τη λύση του συ-
στήματος 

   

x 3 x 3
3x y 5 0 3 3 y 5 0

x 3
y 4

= = 
⇔ + − = ⋅ + − = 

=
⇔  = −

 

     Επομένως ( )Κ 3, 4 .−  

 ● Θέτοντας στην εξίσωση (1) x 3=  
και y 4= −  παίρνουμε 

               
( )α 3 4 1 3 3 4 5

α 0 0
− + = ⋅ − −

⇔ ⋅ =
 

  που ισχύει για κάθε α∈  

Mεθοδολογία 
Για να αποδείξουμε ότι άπειρες 
ευθείες (μέλη μιας παραμετρικής 
οικογένειας ευθειών) διέρχονται 
από το ίδιο σημείο, εργαζόμαστε 
ως εξής: 
● Δίνουμε δύο τιμές στην πα-

ράμετρο και παίρνουμε δύο 
ευθείες ( )1ε  και  ( )2ε . 

● Βρίσκουμε το σημείο τομής 
Κ των παραπάνω δύο ευ-
θειών. 

● Αποδεικνύουμε ότι όλες οι 
ευθείες της οικογένειας διέρ-
χονται από το σημείο Κ. 

( )2ε

Κ 

( )1ε

•
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  Άρα, οι συντεταγμένες του Κ επαληθεύουν  την εξίσωση (1) για κάθε α∈  
και συνεπώς  όλες οι ευθείες που ορίζονται από την εξίσωση (1)  διέρχονται 
από το ίδιο σημείο Κ(3, 4)− . 

 

iii) Ο συντελεστής διεύθυνσης των ευθειών (ε) που ορίζονται από την εξίσωση (2) 
είναι 

ε

Α α 3 3 αλ
Β α 1 α 1

− −
= − = − =

− −
, εφόσον α 1.≠  

       Οπότε, έχουμε 

ε η

3 α(ε) / /(η) λ λ 2
α 1

3 α 2α 2 α 1

−
⇔ = ⇔ = −

−
⇔ − = − + ⇔ = −

 

       Άρα η ευθεία της εξίσωσης (1) η οποία είναι παράλληλη προς την ευθεία    
       η : y 2x 2= − +   είναι η ευθεία με εξίσωση 

(x y 1) 3x y 5
4x 2y 4 0
y 2x 2.

− + + = + −
⇔ + − =
⇔ = − +

 

 
 

30. Δίνεται η εξίσωση 

( ) ( ) ( )2 2λ λ x 4λ λ 1 y 5λ 1 0, λ+ + − + + − + = ∈ . 

 i) Nα αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει ευθεία  ( )λε  

για κάθε λ∈ . 
 ii) Να βρείτε το σημείο τομής των ευθειών ( )0ε  και ( )1ε  που οι  

εξισώσεις τους προκύπτουν από την παραπάνω εξίσωση για 
=λ 0   και =λ 1   αντίστοιχα. 

 iii) Nα αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες  ( )λε   διέρχονται από το ίδιο 

σημείο. 
 
 

Λύση 
 

i) Αρκεί να αποδείξουμε ότι για κάθε  λ∈  έχουμε 

   2λ λ 0+ ≠        ή       24λ λ 1 0− + + ≠ . 
 Προς τούτο, υποθέτουμε (απαγωγή σε άτοπο) ότι υπάρχει λ∈  τέτοιο, ώστε 

   2λ λ 0+ =        και     24λ λ 1 0− + + = . 
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 Όμως, το σύστημα των δύο παραπάνω εξισώσεων είναι αδύνατο, αφού καμία από 
τις ρίζες της πρώτης εξίσωσης δεν επαληθεύει τη δεύτερη. Επομένως, για κάθε 
λ∈  έχουμε 

   2λ λ 0+ ≠        ή       24λ λ 1 0− + + ≠ . 
 
ii) Οι ευθείες ( )0ε  και  ( )1ε   έχουν εξισώσεις 

y 1 0− =      και     2x 2y 6 0 x y 3 0− − = ⇔ − − =  
 αντίστοιχα. Άρα, το σημείο τομής Κ των ευθειών  ( )0ε  και  ( )1ε   έχει συντεταγ-

μένες τη λύση του συστήματος 
y 1 0 y 1
x y 3 0 x 4.
 − = = ⇔ − − = = 

 

 Δηλαδή, ( )K 4,1 .  

 
iii) α΄ τρόπος: 

 Tο μόνο σημείο από το οποίο είναι πι-

θανό να διέρχονται όλες οι ευθείες 
( )λε  είναι το σημείο τομής των ευ-

θειών ( )0ε  και ( )1ε  που βρήκαμε στο 

ερώτημα ii). Δηλαδή, το σημείο 
( )K 4,1 .  Παρατηρούμε ότι 

   ( ) ( ) ( )2 2λ λ 4 4λ λ 1 1 5λ 1+ ⋅ + − + + ⋅ − +  

2 24λ 4λ 4λ λ 1 5λ 1 0= + − + + − − =  

 για κάθε λ∈ . 
 Άρα, όλες οι ευθείες ( )λε  διέρχονται 

από το σημείο ( )K 4,1 .  
 
 β΄ τρόπος:  
 Θέλουμε να αποδείξουμε ότι υπάρχει σημείο ( )0 0Κ x , y  από το οποίο διέρχονται 

όλες τις ευθείες ( )λε .   Δηλαδή  

( ) ( ) ( )2 2
0 0λ λ x 4λ λ 1 y 5λ 1 0+ + − + + − + =  για κάθε λ∈  

 ή ισοδύναμα 

Παρατήρηση 

Δύο ευθείες ( )0ε  και  ( )1ε , μέλη 
της οικογένειας των ευθειών ( )λε  
τέμνονται στο σημείο Κ.  Επομέ-
νως, αν όλες οι ευθείες ( )λε  διέρ-
χονται από το ίδιο σημείο αυτό δεν 
θα είναι άλλο από το σημείο Κ. 

( )0ε

Κ 

( )1ε

•
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( ) ( )2
0 0 0 0 0x 4y λ x y 5 λ y 1 0− + + − + − =  για κάθε λ∈ . 

 Παρατηρούμε ότι το πολυώνυμο  
( ) ( ) ( )2

0 0 0 0 0Ρ λ x 4y λ x y 5 λ y 1= − + + − + −  
 έχει τιμή 0 για όλες τις τιμές του λ∈ . Επομένως, το ( )Ρ λ  είναι το μηδενικό 

πολυώνυμο. Δηλαδή, 
0 0

0
0 0

0
0

x 4y 0
x 4

x y 5 0
y 1

y 1 0

− =
= + − = ⇔  = − =

. 

 Άρα, όλες οι ευθείες ( )λε  διέρχονται από το σημείο ( )K 4,1 .  

 
 
31. Δίνονται οι ευθείες  ( )1ε  και ( )2ε  με εξισώσεις  

=
1y x
2

     και       ( )y λ 2 x 1= + +        

 αντίστοιχα. 
 i) Να βρείτε τις τιμές των  κ, λ∈   έτσι, ώστε τα διανύσματα 

( )=α κ, λ     και    ( )β 1, κ 1= +


 
  να είναι παράλληλα προς τις ευθείες   ( )1ε  και ( )2ε  αντίστοιχα. 

 ii) Να βρείτε την αμβλεία γωνία των ευθειών  ( )1ε  και ( )2ε . 
 
 

Λύση 
 

i) Έχουμε   

1α // ε


  και   2β // ε .


 
 Επομένως, 

1αλ λ=   και  2βλ λ .=  

 Δηλαδή,                          
λ 1
κ 2
=   και  κ 1 λ 2

1
+

= + . 

 ή ισοδύναμα                   

κ 2λ=   και  κ 1 λ 2.+ = +  

 Από τις δύο τελευταίες σχέσεις βρίσκουμε 

κ 2=   και  λ 1.=  

Σχόλιο 
Η παραλληλία ενός διανύ-
σματος και μιας ευθείας, που 
δεν είναι κάθετα στον άξονα 
x x′ , μεταφράζεται σε ισότητα 
των συντελεστών διεύθυνσης.  

( )2ε

( )1ε

α


β


ϑω
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ii) Από το ερώτημα i) προκύπτει ότι τα διανύ-
σματα  

( )α 2,1=


 και ( )β 1,3=


 

 είναι παράλληλα προς τις ευθείες ( )1ε  και  

( )2ε αντίστοιχα. Επομένως, η αμβλεία γωνία 

ω των ευθειών ( )1ε  και  ( )2ε είναι ίση ή πα-

ραπληρωματική της γωνίας ϑ  των διανυσμά-

των α


 και β


 . Όμως 

 

Ό 
2 2 2 2

α β 2 1 1 3συν
α β 2 1 1 3

⋅ ⋅ + ⋅
ϑ = =

⋅ + ⋅ +









  

5 1 2
25 10 2

= = =
⋅

 

 Δηλαδή,  

  π πσυνθ συν θ ,
4 4

= ⇔ =  

 εφόσον  
                  0 θ π.≤ ≤  

  Άρα η ζητούμενη αμβλεία γωνία είναι  
π 3πω π
4 4

= − =  

 
 
  32. Δίνονται οι ευθείες 

( ) ( )1ε : κ 1 x κ 1 y 4 0− + + − =  
 και 

( )2ε : x 2 2κ y 3κ 0,+ − − =  

 όπου κ σταθερός πραγματικός αριθμός. 
 i) Να βρείτε τις τιμές του κ για τις οποίες οι ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  

είναι κάθετες μεταξύ τους. 
 ii) Για κ 2= , να βρείτε την οξεία γωνία ω των ευθειών  

( )1ε  και ( )2ε .  

Μεθοδολογία 
Για να βρούμε την οξεία ή την 
αμβλεία γωνία ω δύο ευθειών 
( )1ε  και  ( )2ε  αρκεί να βρού-
με τη γωνία θ δύο διανυσμά-
των α



 και β


 τα  οποία είναι 
παράλληλα προς τις ευθείες 
( )1ε  και  ( )2ε  αντίστοιχα. 
Προφανώς  

ω = ϑ    ή   ω π= − ϑ.  
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Λύση 
 

i)  Γνωρίζουμε ότι ένα διάνυσμα παράλληλο 

προς την ευθεία 

                        Αx + Βy + Γ = 0 
       είναι το  
                         δ (Β, Α)= −



. 
         Επομένως, τα διανύσματα 
                      1δ (κ 1,1 κ)= + −



  
        και 
                      2δ (2 2κ, 1)= − −



 
         είναι παράλληλα προς τις ευθείες (ε1) και 

(ε2) αντίστοιχα.  Οπότε, έχουμε: 

         

1 2 1 2

1 2

2

ε ε δ δ

δ δ 0
(κ 1)(2 2κ) (1 κ) 0

2κ κ 1 0
1κ 1 ή κ .
2

⊥ ⇔ ⊥

⇔ ⋅ =
⇔ + − − − =

⇔ − + + =

⇔ = = −

 

 

 

ii) Για κ = 2 έχουμε τα διανύσματα 

1δ (3, 1)= −


 και 2δ ( 2, 1).= − −


 Αν θ είναι 
η γωνία των διανυσμάτων αυτών, τότε 

               1 2

1 2

δ δσυνθ
| δ | | δ |

⋅
=

⋅

 

 
 

 
Όμως 
                                        ( ) ( )( )1 2δ δ 3 2 1 1 5,⋅ = − + − − = −

 

 

                2 2 2 2
1 2| δ | 3 ( 1) 10 και | δ | ( 2) ( 1) 5= + − = = − + − =
 

. 
Οπότε 

                         5 5 1 2 3πσυνθ συν .
2 410 5 5 2 2

− − −
= = = = − =

⋅
 

Επομένως, 3πθ , αφού 0 θ π.
4

= ≤ ≤  Άρα, η ζητούμενη οξεία γωνία ω των ευ-

θειών ( )1ε  και ( )2ε  είναι  πω .
4

=  

 

Σχόλιο 
●  Η πρώτη σκέψη είναι να αξιο-

ποιήσουμε τη συνθήκη καθετό-
τητας 

                      1 2λ λ 1⋅ = −  
    Όμως, οι συντελεστές διεύθυν-

σης των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε  
δεν ορίζονται για κάθε κ .∈  

●  Για τον λόγο αυτό κάνουμε μια 
δεύτερη σκέψη. Αν 1δ



, 2δ


 εί-
ναι δύο διανύσματα παράλληλα 
προς τις ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  
αντίστοιχα, τότε ισχύουν οι         
ισοδυναμίες 

               1 2 1 2

1 2

ε ε δ δ

δ δ 0

⊥ ⇔ ⊥

⇔ ⋅ =

 

 

 

 
 
 
 

Παρατήρηση 
Για κ = 1 έχουμε τις ευθείες 
        ε1: y = 2   και   ε2: x = 3. 
Οι ευθείες αυτές είναι κάθετες μετα-
ξύ τους.  
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Προτεινόμενες Ασκήσεις 

 
43. Δίνεται η εξίσωση ( )αx α 1 y 4α 5 0, α+ − − + = ∈  

 i) Nα αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει ευθεία για κάθε α∈  
 ii) Nα βρείτε την τιμή του α για την οποία η ευθεία αυτή διέρχεται από το ση-

μείο ( )Α 2,1 .  

 
44. Δίνεται η εξίσωση 

( ) ( )2 2α 2 x α 9 y α 3α 2 0+ + − + − + = ,   α∈  

 i) Να αποδείξετε ότι για κάθε α∈  η παραπάνω εξίσωση παριστάνει ευθεία 
 γραμμή. 

 ii) Να βρείτε τις τιμές του α∈  για τις οποίες η παραπάνω ευθεία: 
  α) είναι παράλληλη προς τον άξονα x x′  
  β) είναι παράλληλη προς τον άξονα y y′  
  γ) διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 
 
45. Δίνεται η εξίσωση 

2 2(α 1)x (α α)y (α 11) 0− + + + − =  . 
 Να βρείτε τις τιμές του α R∈  για τις οποίες η παραπάνω εξίσωση παριστάνει: 

i) ευθεία 
ii) ευθεία παράλληλη προς τον άξονα x x′  
iii) ευθεία παράλληλη προς τον άξονα y y′  
iv) ευθεία, η οποία διέρχεται από το σημείο Ρ(1, 1). 

 
46. Δίνεται η ευθεία ( )ε  με εξίσωση 

( ) ( )λx λ μ y λ μ 4 0+ − + + − =  

 όπου λ, μ σταθεροί πραγματικοί αριθμοί με λ 0≠ . 
 i) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ( )ε  δεν είναι παράλληλη προς τον άξονα x x′ . 

 ii) Αν η ευθεία ( )ε  είναι παράλληλη προς την ευθεία ( )η  με εξίσωση y 2x= , 

  τότε: 
  α) να αποδείξετε ότι 3λ 2μ=  

 β)  να υπολογίσετε τους λ και μ έτσι, ώστε η ευθεία ( )ε  να τέμνει τον

 άξονα y y′  στο σημείο με τεταγμένη 1. 
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47. Δίνονται οι ευθείες ( )1ε , ( )2ε  με εξισώσεις 

x y 9 0+ − =    και    3x 2y 2 0− − =  
 αντίστοιχα. 
 i) Να βρείτε το σημείο τομής Α των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε . 

 ii) Αν ( )ε  είναι η ευθεία με εξίσωση 

x 2y 4 0+ − = , 
  να βρείτε: 
  α) την εξίσωση της ευθείας ( )η  που διέρχεται από το σημείο Α και είναι 

  κάθετη προς την ευθεία ( )ε  

 β) το σημείο της ευθείας ( )ε  που απέχει από το σημείο Α ελάχιστη                

απόσταση. 

 
48. Να βρείτε τις γραμμές που παριστάνουν οι εξισώσεις: 

 i) 2y xy 0− =       ii) xy 2x y 2− = −  

 iii) ( )2x y 4 0+ − =      iv) 2 2x 2y xy 0− + = . 

 
49. Δίνονται οι ευθείες ( )1ε , ( )2ε  με εξισώσεις 

x 2y 2 0− − =     και      2x 3y 11 0+ − =  
 αντίστοιχα. 
 i) Να βρείτε το σημείο τομής Α των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε . 

 ii) Δίνεται επίσης η ευθεία ( )ε  με εξίσωση 

( )αx 1 α y β 0+ − + =  

  η οποία διέρχεται από το σημείο Α. 
  α) Να αποδείξετε ότι το σημείο ( )M α,β  ανήκει στην ευθεία ( )η  με                

 εξίσωση 
3x y 1 0+ + = . 

  β) Να υπολογίσετε τους α,β∈  έτσι ώστε η ευθεία ( )ε  να είναι κάθετη 

στο διάνυσμα  
( )u 1,4= −

 . 
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50. Δίνεται η ευθεία ( )ε  με εξίσωση  

2x 7y 6 0− + = . 

 i) Να βρείτε το σημείο Μ της ευθείας ( )ε  το οποίο ισαπέχει από τα σημεία  

( )A 2, 1−  και ( )B 1,0 . 

 ii) Αν το συμμετρικό του σημείου Μ ως προς την ευθεία y x=  ανήκει στην          
 ευθεία ( )η  με εξίσωση 

22x αy α 2α 3− + + = , 

  να αποδείξετε ότι: 
  α) α 1=    
  β) η ευθεία ΟΑ είναι κάθετη στην ευθεία ( )η , όπου ( )O 0,0 . 

 
51. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ( )A 4,7  και οι εξισώσεις των υψών του 

BE : y x και ΓΖ : x 2y 14 0.= + − =  

 Να βρείτε τις συντεταγμένες των κορυφών  Β  και  Γ. 
 
 
52. Σ’ ένα τρίγωνο ΑΒΓ η πλευρά ΑΒ έχει εξίσωση  y 5x 2= + , το ύψος ΑΔ έχει 

εξίσωση  y 3x 10= − +  και το ύψος ΒΕ έχει εξίσωση  5x 3y 6 0− + = . 

 Να βρείτε: 
 i) τις συντεταγμένες της κορυφής Α 
 ii) τις συντεταγμένες της κορυφής Β 
 iii) την εξίσωση της πλευράς ΑΓ 
 iv) την εξίσωση της πλευράς ΒΓ. 
 

53. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ του οποίου η κορυφή Α έχει συντεταγμένες ( )0,4  και οι 
διάμεσοι ΒΔ και ΓΕ έχουν εξισώσεις  

x 5y 2 0− + =      και     4x 7y 10 0+ − =  

 αντίστοιχα. Να βρείτε: 
 i) τις συντεταγμένες του σημείου Β 
 ii) τις συντεταγμένες του σημείου Γ 
 iii) την εξίσωση του ύψους ΑΖ του τριγώνου ΑΒΓ 
 iv) το σημείο της ευθείας ΒΓ που απέχει από την κορυφή Α τη μικρότερη              

 δυνατή απόσταση. 
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54. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ( )Γ 1,0 , η διάμεσός του ΑΜ : 4x 13y 41 0+ + =  και η 
διχοτόμος του AZ : x 2y 4 0.+ + =  Να βρείτε: 

 i) την εξίσωση της ευθείας ΑΒ 
 ii) τις συντεταγμένες της κορυφής Β. 
 

55. Δίνονται οι ευθείες 

1ε :  x 2y 5 0+ − =     και    2ε :  x 3y 4 0− + = . 

 i) Να βρείτε δύο διανύσματα α


 και β


 τέτοια, ώστε να είναι παράλληλα προς 
 τις ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  αντίστοιχα. 

 ii) Να υπολογίσετε την οξεία γωνία των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε . 

 

56. Να βρείτε την οξεία γωνία των ευθειών  

1

1ε : y x
5

=   και  2ε : 2x 3y 5 0.+ + =  

 

57. Να βρείτε την αμβλεία γωνία των ευθειών 

1 2ε : x 2y 3 0 και ε : 3x y 1 0.− + = − + =  
 

58. Δίνονται οι ευθείες ( )ε  και ( )η  με εξισώσεις  

y 3x 1= +      και      y 3x 4= − +  
 αντίστοιχα. 
 i) Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα 

( )α 1, 3=


   και  ( )β 1, 3= −


 

  είναι παράλληλα προς τις ευθείες   ( )ε     και     ( )η    αντίστοιχα. 

 ii) Να βρείτε τη γωνία θ των διανυσμάτων α


 και β


. 

 iii) Να βρείτε την οξεία γωνία ω των ευθειών ( )ε  και  ( )η . 
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59. Δίνεται η εξίσωση 
2 2x xy 6y 0+ − =  . 

i) Nα αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει δύο ευθείες (ε1) και (ε2). 

ii) Να βρείτε την αμβλεία γωνία ω των ευθείων (ε1) και (ε2). 

 

60. Δίνονται οι ευθείες ( )1ε , ( )2ε  με αντίστοιχες εξισώσεις 

( )μx 2 μ y 4 0+ − + =  

 και 

( )μ 2 x 3y 2 0− + − =  

 όπου μ∈ . 

 i) Να βρείτε δύο διανύσματα α


, β


 τέτοια, ώστε να είναι παράλληλα προς τις 
 ευθείες ( )1ε , ( )2ε  αντίστοιχα. 

 ii) Να εξετάσετε αν υπάρχει τιμή του μ για την οποία οι ευθείες ( )1ε , ( )2ε    
είναι μεταξύ τους παράλληλες. 

 iii) Να βρείτε τις τιμές του μ για τις οποίες οι ευθείες ( )1ε , ( )2ε  είναι μεταξύ 
 τους κάθετες. 

 iv) Για μ 3= , να υπολογίσετε το εμβαδό του τριγώνου που ορίζεται από τις           
 ευθείες ( )1ε , ( )2ε  και τον άξονα x x′ . 

 

61. Δίνονται οι ευθείες 

1ε : κx (κ 1)y (4 κ) 0+ − + − =  

και  

2ε : (κ 3)x κy (κ 1) 0− + + + =  

όπου κ σταθερός πραγματικός αριθμός. Να βρείτε τις τιμές του κ για τις οποίες 

οι ευθείες (ε1) και (ε2) είναι μεταξύ τους: 

i) παράλληλες 

ii) κάθετες. 
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62. Δίνονται οι ευθείες  

( ) ( )2 2
αε : α 1 x α 1 y α 2α 3 0, α .+ + + − − − = ∈  

 i) Nα αποδείξετε ότι δεν υπάρχει ευθεία ( )αε  η οποία διέρχεται από το ση-
μείο ( )Ο 0,0  

 ii) Nα εξετάσετε αν υπάρχει ευθεία ( )αε  παράλληλη στον άξονα x x′  

 iii) Nα αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες ( )αε  διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

 
 
63. Δίνεται η εξίσωση 

  ( ) ( ) ( )2 2 2α 2α 2 x α α 1 y 3α 4α 0+ + + + − − + =  (1) 

 όπου α σταθερός πραγματικός αριθμός. 

i) Nα αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία για κάθε α R.∈  

ii) Nα αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες που ορίζονται από την εξίσωση (1) διέρχο-

νται από το ίδιο σημείο. 

iii)  Να βρείτε εκείνη την ευθεία (ε) που ορίζεται από την εξίσωση (1) και  είναι 

παράλληλη προς την ευθεία η : y x.= −  

 

64. Δίνεται η εξίσωση 

( ) ( )α 1 x α 3 y 2α 2 0+ + − + − = , α∈  

 i) Να αποδείξετε ότι για κάθε α∈  η δοθείσα εξίσωση παριστάνει ευθεία 
 γραμμή ( )αε . 

 ii) Να βρείτε την ευθεία ( )αε  η οποία διέρχεται από το σημείο ( )Ρ 3, 1− . 

 iii) Να βρείτε την ευθεία ( )αε  η οποία σχηματίζει με τους αρνητικούς ημιάξονες 

 Ox′  και Oy′  τρίγωνο εμβαδού 8
3

 τ.μ.. 

 iv) Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες του σημείου τομής των ευθειών που βρή-
κατε στα ερωτήματα ii) και iii). 

 v) Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες ( )αε  διέρχονται από το ίδιο σημείο. 
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65. Δίνεται η εξίσωση 

( ) ( ) ( )2 2α α 2 x α 3 y 3α 5α 0+ + + − − + = , α∈  

 i) Να αποδείξετε ότι για  κάθε α∈ η παραπάνω εξίσωση παριστάνει ευθεία 
 γραμμή ( )αε  η οποία δεν είναι παράλληλη στον άξονα  x x′ . 

 ii) Να εξετάσετε αν υπάρχει σημείο από το οποίο διέρχονται όλες οι ευθείες  ( )αε . 

 iii) Να βρείτε ποια από τις ευθείες ( )αε  είναι κάθετη στην ευθεία                       

 η : x 2y 5 0+ + = . 

 
66. Σημείο Ρ του επίπεδου έχει τετμημένη α και ανήκει στην ευθεία ( )ε  με εξίσωση  

y x 1= + . 
 i) Να βρείτε τις προβολές Α και Β του σημείου Ρ πάνω στους άξονες x x′  και 

 y y′  αντίστοιχα. 

 ii) Να βρείτε το διάνυσμα AB


 και το μέσο Μ του τμήματος ΑΒ. 
 iii) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ( )αε  με εξίσωση 

( ) 1αx α 1 y α 0
2

 − + + − + = 
 

 

  είναι η μεσοκάθετος του τμήματος ΑΒ. 

 iv) Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες ( )αε  διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

 

67. Δύο σημεία  
( )Α α, 0  και  ( )Β 0,β  

 κινούνται στους θετικούς ημιάξονες Οx και Oy αντίστοιχα. 
  i) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  που διέρχεται από το σημείο ( )Γ α,β  

και είναι κάθετη στην ευθεία ΑΒ. 
 ii) Aν ισχύει η σχέση  

( ) ( )ΟΑ ΟΒ 2+ = , 

   να αποδείξετε ότι: 
   α) η ευθεία ( )ε  έχει εξίσωση 

( )αx α 2 y 4 4α 0+ − + − =  

   β) η ευθεία ( )ε  διέρχεται από σταθερό σημείο για κάθε α 0.>  
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68. Δύο σημεία  
( )Α α, 0   και  ( )Β 0,β  με  αβ 0≠  

 κινούνται στους θετικούς ημιάξονες Οx  και  Oy  αντίστοιχα.  Να αποδείξετε ότι: 

  i) η ευθεία ( )ε  που διέρχεται από τα σημεία Α και Β έχει εξίσωση 

x y 1
α β
+ =  

 ii) αν ισχύει η σχέση  
5 7 1,
α β
+ =  

  τότε η ευθεία ( )ε  διέρχεται από σταθερό σημείο. 

 

69. Δίνονται οι ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  με αντίστοιχες εξισώσεις 

x y λ 3 0+ + − =       

  και       

2x y 4λ 0− − =  

 όπου λ σταθερός πραγματικός αριθμός. 

 i) Να βρείτε το σημείο τομής Μ των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε . 

 ii) Να αποδείξετε ότι το σημείο Μ ανήκει σε μία σταθερή ευθεία ( )ε  για κάθε 

 λ∈ . 

 

70. Δίνεται το σημείο ( )Κ 3,1  και τα σημεία  ( )Α α,0  και ( )Β 0,β  τα οποία κινού-

νται στους θετικούς ημιάξονες Οx και Oy αντίστοιχα έτσι, ώστε   

ΚΑ ΚΒ⊥
 

. 

 Να αποδείξετε ότι: 

 i) β 10 3α= −  

 ii) τo μέσο Μ του τμήματος ΑΒ κινείται στο εσωτερικό ενός ευθυγράμμου τμή-
ματος. 

 



206                      Μαθηματικά Β΄ Λυκείου 

71. Δίνονται οι ευθείες 

ε : 3x y α 0+ + =  

 και  

η : x βy 5 0+ − =  

 με α, β∈ , οι οποίες είναι κάθετες μεταξύ τους. Αν η ευθεία (ε) διέρχεται από 

το σημείο Α(1, 2), να βρείτε: 

i) τις τιμές των α και β 

ii) το σημείο τομής B των ευθειών (ε) και (η) 

iii) τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου τα οποία ικανοποιούν τη 

σχέση 
2 2(ΑΜ) (ΒΜ) 2− = . 

 

72. Δίνονται τα σημεία  

Α(0, 2) και Β(2, 4). 

i) Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ του επιπέδου για τα 

οποία ισχύει η σχέση 

ΑΜ ΒΜ 8,′⋅ =
 

 

 όπου Μꞌ είναι το συμμετρικό του σημείου Μ ως προς τον άξονα x x′ , είναι 

το σύνολο των σημείων των ευθειών 

1 2ε : y x και ε : y x 2.= − = −  

ii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε) η οποία διέρχεται από το σημείο το-

μής των ευθειών (ε1) και (ε2) και από το μέσο του τμήματος ΑΒ. 
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Εμβαδόν Τριγώνου 
 
Απόσταση Σημείου από Ευθεία 
 
 

Πρόταση 
 

Η απόσταση ενός σημείου ( )0 0Μ x , y  από την ευθεία ( )ε  με εξίσωση  

Ax By Γ 0+ + =  είναι  

( ) 0 0
2 2

Αx By Γ
d M, ε

Α Β

+ +
=

+
. 

 
Παράδειγμα 
 

Η απόσταση του σημείου ( )Μ 2, 3−  από την ευθεία ε :3x 4y 9+ −  είναι:  

( )
( )

2 2

3 2 4 3 9 15
d M, ε 3.

53 4

⋅ + ⋅ − − −
= = =

+
 

 
 
Υπολογισμός Εμβαδού 
 
 

Πρόταση 
 
 

Το εμβαδό οποιουδήποτε τριγώνου ΑΒΓ δίνεται από τον τύπο 

( ) ( )1ΑΒΓ det AB, AΓ
2

=
 

. 

 
 

Παράδειγμα 
 

Αν είναι ( ) ( )Α 1, 2 , Β 3,8  και ( )Γ 0, 4  οι κορυφές ενός τριγώνου ΑΒΓ, τότε  

( )ΑΒ 2,6=


 και ( )ΑΓ 1, 2= −


. 

Οπότε, το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι 

( ) ( ) 2 61 1 1ΑΒΓ det AB, AΓ 4 6 5 τ.μ.
1 22 2 2

= =  = + =
−
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Λυμένες Ασκήσεις 
 
 
33. Δίνεται το σημείο ( )−Α 1, 0   και η ευθεία ( )ε  με εξίσωση 

− − =x y 1 0.  
 i) Να βρείτε το σημείο Β του άξονα ′y y  που ισαπέχει από το σημείο 

Α και την ευθεία ( )ε . 
 ii) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΒ είναι παράλληλη προς την ( )ε . 

 
Λύση 
 
i) Έστω  ( )1Β 0, y .  Το σημείο Β ισαπέχει από 

το σημείο Α και την ευθεία  ( )ε .  Δηλαδή, 

ισχύει η σχέση 
               ( ) ( )ΒΑ d B, ε=  

 ( ) ( )
( )

2 2 1
1 22

0 y 1
1 0 0 y

1 1

− −
⇔ − − + − =

+ −
 

 12
1

y 1
1 y

2
+

⇔ + =  

 ( )2 22
1 12 1 y y 1⇔ ⋅ + = +  

 ( ) ( )22
1 12 1 y y 1⇔ + = +  

 2 2
1 1 12 2y y 2y 1⇔ + = + +  

 2
1 1y 2y 1 0⇔ − + =  

 ( )21y 1 0⇔ − = 1y 1.⇔ =  
 Επομένως, ( )Β 0,1 .  
 

ii) Παρατηρούμε ότι 

( )ΑΒ ε
1 0λ 1 λ .

0 1
−

= = =
− −

 

 Άρα, η ευθεία ΑΒ είναι παράλληλη προς 
την ευθεία ( )ε . 

 
 
 

 

 
Σημείωση 
Έστω ( )ε  μια ευθεία του επιπέ-
δου με εξίσωση 

Αx By Γ 0+ + =  
και ένα σημείο ( )0 0Μ x , y  εκτός 
αυτής. Η απόσταση του σημείου 
Μ από την ευθεία ( )ε  είναι 

( ) 0 0
2 2

Αx By Γ
d M,ε

Α Β

+ +
=

+
 

 

B 

Α 
x 

( )ε

Ο 

y 
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34. Mια ευθεία ( )ε  διέρχεται από το σημείο  ( )−Α 0, 1  και ισαπέχει από 
τα σημεία ( )Β 0, 2  και ( )Γ 4, 0 .  Αν η ευθεία ( )ε  σχηματίζει με τον 
άξονα ′x x  οξεία γωνία ω, τότε: 
i) να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας ( )ε  
ii) να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  
iii) να αποδείξετε ότι η ευθεία ( )ε  διέρχεται από το μέσο του ΒΓ. 

 
Λύση 

i) Έστω λ ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας 
( )ε . Επομένως, η ευθεία ( )ε   έχει εξίσωση 

        ( ) ( )y 1 λ x 0− − = −  

   λx y 1 0.⇔ − − =  

 Η ευθεία  ( )ε   ισαπέχει από τα σημεία Β και Γ.  

 Δηλαδή, 
             ( ) ( )d B, ε d Γ, ε=  

   
( ) ( )2 22 2

λ 0 2 1 λ 4 0 1

λ 1 λ 1

⋅ − − ⋅ − −
⇔ =

+ − + −
3⇔ − 4λ 1= −  

   3 4λ 1⇔ = −  4λ 1 3⇔ − = ± λ 1⇔ =   ή   1λ
2

= − . 

 Όμως,   
λ εφω 0,= >  

 αφού η γωνία ω είναι οξεία. Άρα,  λ 1.=  
 
ii) Αποδείξαμε ότι η ευθεία ( )ε  έχει συντελεστή διεύθυνσης  λ 1= . Επομένως, έχει 

εξίσωση   
x y 1 0.− − =  

 

iii) Το μέσο του τμήματος ΒΓ είναι το σημείο   0 4 2 0Μ ,
2 2
+ + 

 
 

, δηλαδή  ( )Μ 2,1 .   

 Παρατηρούμε ότι οι συντεταγμένες του σημείου Μ επαληθεύουν την εξίσωση της 
ευθείας ( )ε , αφού  2 1 1 0.− − =  Άρα, η ευθεία ( )ε  διέρχεται από το σημείο Μ. 

Β 

( )ε

Μ 
Γ •
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35. Μια ευθεία ( )ε  με συντελεστή διεύθυνσης λ διέρχεται από το σημείο 

( )Α 1, 0   και απέχει από το σημείο  ( )Β 2, 3  απόσταση ίση με 1. 
 i) Να υπολογίσετε την τιμή του λ. 
 ii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε .  
 iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ακριβώς δύο ευθείες που διέρχονται 

από το σημείο Α και απέχουν από το σημείο Β απόσταση ίση         
με 1. 

 
 

Λύση 
 

i) Η ευθεία ( )ε  έχει εξίσωση 

( )y 0 λ x 1− = −  

 ή ισοδύναμα 
λx y λ 0.− − =  

 Όμως, 
( )d B, ε 1.=  

 Δηλαδή, 

   
( )22

λ 2 3 λ
1

λ 1

⋅ − −
=

+ −

2λ 3 λ 1⇔ − = +  

( )22 2λ 3 λ 1⇔ − = +  

( )2 2λ 3 λ 1⇔ − = +  2 2λ 6λ 9 λ 1⇔ − + = +  

6λ 8⇔ − = −  4λ .
3

⇔ =  

 

ii) Αποδείξαμε ότι η ευθεία ( )ε  έχει συντελεστή διεύθυνσης 4λ .
3

=  Επομένως, έχει 

εξίσωση 
4 4x y 0
3 3

− − =  

 ή ισοδύναμα 
4x 3y 4 0.− − =  

 

x 

( )ε

Ο 

y 

( )Β 2, 3

( )Α 1, 0
•
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iii) Αποδείξαμε ότι από όλες τις ευθείες που 
διέρχονται από το σημείο Α και έχουν συ-
ντελεστή διεύθυνσης, μία μόνο απέχει από 
το σημείο Β απόσταση ίση με 1. Εξετάζου-
με λοιπόν, αν η ευθεία που διέρχεται από 
το σημείο Α και δεν έχει συντελεστή διεύ-
θυνσης, δηλαδή η ευθεία ( )η  με εξίσωση 

x 1,=  απέχει από το Β απόσταση ίση με 1. 

Έχουμε 

( )
2 2

2 1
d B, η 1.

1 0

−
= =

+
 

 Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι υπάρχουν ακριβώς δύο ευθείες, οι ευθείες 
( )ε  και ( )η , οι οποίες διέρχονται από το σημείο Α και απέχουν από το σημείο Β 

απόσταση ίση με 1. 
 
 
 
36. Δίνονται οι ευθείες ( )1ε   και ( )2ε  με αντίστοιχες εξισώσεις  

− + =αx 4y 2 0   και   x 2y 5 0+ + =  

 όπου  α  σταθερός πραγματικός αριθμός.  Αν οι ευθείες ( )1ε , ( )2ε  
είναι μεταξύ τους παράλληλες, τότε: 

 i) να αποδείξετε ότι  = −α 2  

 ii) να βρείτε την απόσταση d των ευθειών ( )1ε   και ( )2ε .  

 iii) να βρείτε την εξίσωση της μεσοπαράλληλης ευθείας ( )ε  των ευ-
θειών ( )1ε  και ( )2ε  

 
 

Λύση 
 

i) Έχουμε ( ) ( )1 2ε // ε .   Άρα,   

      1 2λ λ=
α 1
4 2

⇔ = − 2α 4⇔ = − α 2.⇔ = −  

 
 

x 

( )ε

Ο 

( )η
y 

( )Β 2, 3

( )Α 1, 0
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ii)  H ευθεία ( )1ε  έχει εξίσωση   
2x 4y 2 0− − + =  

 ή  ισοδύναμα  
           x 2y 1 0.+ − =  

 Από την παραπάνω εξίσωση για y 0=  
βρίσκουμε  

x 1.=  
 Δηλαδή, ένα σημείο της  ( )1ε  είναι το 

σημείο ( )A 1,0 .  Επομένως, η ζητούμε-
νη απόσταση είναι 

  ( )2 2 2

|1 2 0 5 | 6 6 5d d Α, ε .
251 2

+ ⋅ +
= = = =

+
 

iii) α΄ τρόπος: 
 Το ( )Β 5,0−  είναι προφανώς σημείο της 

( )2ε .  Η μεσοπαράλληλη ( )ε  των ευθειών 

( )1ε  και  ( )2ε  διέρχεται από το μέσο του 
τμήματος ΑΒ, δηλαδή από το σημείο 

( )Μ 2, 0−  και έχει συντελεστή διεύθυνσης 

1
1λ λ .
2

= = −  

 Άρα, η εξίσωση της ευθείας ( )ε  είναι 

         ( )1y 0 x 2
2

− = − +
1y x 1
2

⇔ = − −  

      2y x 2⇔ = − −  x 2y 2 0.⇔ + + =  

 
 β΄ τρόπος: 
 Έστω ( )Μ x, y  τυχαίο σημείο της ζητού-

μενης ευθείας ( )ε .  Έχουμε 

                           ( ) ( )1 2d M, ε d M, ε=  

  
2 2 2 2

x 2y 1 x 2y 5

1 2 1 2

+ − + +
⇔ =

+ +
 

  x 2y 1 x 2y 5⇔ + − = + +  

Σημείωση 
Χαρακτηριστική ιδιότητα κάθε 
σημείου της μεσοπαράλληλης εί-
ναι ότι ισαπέχει από τις ευθείες  
( )1ε  και  ( )2ε . Δηλαδή, η ζητού-
μενη ευθεία είναι ο γεωμετρικός 
τόπος των σημείων Μ του επιπέ-
δου για τα οποία ισχύει η σχέση 

( ) ( )1 2d M, ε d M, ε= . 
 

Παρατήρηση 
Η απόσταση d δύο παράλληλων 
ευθειών είναι η απόσταση ενός 
σημείου της μίας ευθείας από την 
άλλη. 

 

Μ ( )Α 1, 0

( )Β 5, 0−

( )1ε
( )ε

( )2ε

•

Α 

( )1ε

( )2ε •d

•
•

•
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  ( )x 2y 1 x 2y 5⇔ + − = ± + +  

  
x 2y 1 x 2y 5, αδύνατη
ή
x 2y 1 x 2y 5

+ − = + +
⇔ 
 + − = − − −

 

  2x 4y 4 0⇔ + + =   

  x 2y 2 0.⇔ + + =  

 
 
 
 
37. Δίνεται το διάνυσμα  

( )=δ 4, 3 .


 

 i) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας  ( )ε   η οποία είναι κάθετη 

στο διάνυσμα  δ


  και διέρχεται από το σημείο  ( )−Α 1, 1 .     
 ii) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που είναι παράλληλες προς 

την ευθεία ( )ε  και απέχουν από αυτή απόσταση ίση με 2 μονά-
δες. 

 
 
Λύση 
 
i) H ευθεία ( )ε  είναι κάθετη στο διάνυσμα ( )δ 4, 3=



 και συνεπώς έχει εξίσωση της 

μορφής 

4x 3y κ 0, κ+ + = ∈ . 

 Επίσης, η ευθεία ( )ε  διέρχεται από το σημείο ( )Α 1, 1− . Επομένως, 

( )4 1 3 1 κ 0 κ 1.⋅ + ⋅ − + = ⇔ = −  

 Άρα, η ευθεία ( )ε  έχει εξίσωση  

4x 3y 1 0.+ − =  
 
         

Μ 

( )1ε
( )ε

( )2ε

•
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ii) Έστω ( )Μ x, y  τυχαίο σημείο ζητού-

μενης ευθείας.  Έχουμε 

    ( )d M, ε 2=
2 2

4x 3y 1
2

4 3

+ −
⇔ =

+
 

             4x 3y 1 10⇔ + − =  
            4x 3y 1 10⇔ + − = ±  
 Δηλαδή, 
      4x 3y 11 0+ − =   
 ή  
     4x 3y 9 0+ + = . 
 Άρα, οι ζητούμενες  ευθείες είναι οι ευθείες  ( )1ε  και  ( )2ε  με εξισώσεις  

4x 3y 11 0+ − =   και   4x 3y 9 0+ + =  
 αντίστοιχα. 
 
 
38. Δίνονται οι ευθείες  ( )1ε   και ( )2ε  με εξισώσεις 

+ + =x 2y 1 0     και     + =2x y 0  
 αντίστοιχα. 
 i) Να αποδείξετε ότι το σημείο ( )Α 4, 3  ανήκει σε κάποια από          

τις διχοτόμους των γωνιών που σχηματίζουν οι ευθείες ( )1ε              

και   ( )2ε . 

 ii) Nα βρείτε τις εξισώσεις των διχοτόμων των γωνιών που σχημα-
τίζουν οι ευθείες ( )1ε   και ( )2ε . 

 
 

Λύση 
 

i) Aρκεί να αποδείξουμε ότι  

( ) ( )1 2d A, ε d A, ε .=  

 Έχουμε 

 ( )1 2 2

4 2 3 1 11 11 5d A, ε
551 2

+ ⋅ +
= = =

+
 

 και 

( )Α 4, 3( )1ε

( )2ε

Μ 

( )1ε
( )ε
( )2ε

Μ •
•

•
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 ( )2 2 2

2 4 3 11 11 5d A, ε .
552 1

⋅ +
= = =

+
 

 Επομένως, 
( ) ( )1 2d A, ε d A, ε .=  

 
ii) Έστω  ( )Μ x, y   τυχαίο  σημείο  ζητούμενης                 

διχοτόμου. Έχουμε  
( ) ( )1 2d Μ, ε d Μ, ε=  

   
2 2 2 2

x 2y 1 2x y

1 2 2 1

+ + +
⇔ =

+ +
 

   x 2y 1 2x y⇔ + + = +  

   x 2y 1 2x y⇔ + + = +     ή    x 2y 1 2x y+ + = − −  

   x y 1 0⇔ − + + =    ή     3x 3y 1 0+ + = . 

 Άρα, οι ζητούμενες εξισώσεις είναι      
x y 1 0− + + =    και     3x 3y 1 0+ + = . 

 
 
39. Δίνεται η εξίσωση 

+ − − + + =2 2x y 2xy 5x 5y 6 0  
 i)  Nα αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει δύο ευθείες 

 ( )1ε   και ( )2ε  οι οποίες είναι μεταξύ τους παράλληλες.  
 ii) Να υπολογίσετε το εμβαδό ενός τετραγώνου του οποίου οι δύο 

πλευρές βρίσκονται πάνω στις ευθείες ( )1ε   και ( )2ε . 
 

Λύση 
 

i) Έχουμε 
        2 2x y 2xy 5x 5y 6 0+ − − + + = ( ) ( )2x y 5 x y 6 0⇔ − − − + = . 

 Η τελευταία εξίσωση είναι δευτέρου βαθμού ως προς x y−   με διακρίνουσα 

( )2Δ 5 4 6 1 0= − − ⋅ = > . 
 Επομένως,     

5 1x y
2
±

− = ⇔  x y 2− =    ή    x y 3.− =  

 

Σημείωση 
Ένα σημείο ανήκει στη διχοτόμο 
μιας γωνίας αν και μόνο αν ισαπέχει 
από τις πλευρές της. 
 

Παρατήρηση 
Οι ζητούμενες ευθείες είναι 
ο γεωμετρικός τόπος των 
σημείων Μ του επιπέδου 
για τα οποία ισχύει η σχέση  

( ) ( )1 2d Μ, ε d Μ, ε=  
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 Άρα, η δοθείσα εξίσωση παριστάνει δύο ευθείες 

1ε : x y 2− =    και   2ε : x y 3.− =  
 Οι ευθείες ( )1ε   και  ( )2ε  είναι μεταξύ τους παράλληλες, αφού  

1 2λ λ 1.= =  
 
ii) Το σημείο ( )Α 2, 0  προφανώς ανήκει στην 

ευθεία ( )1ε . Επομένως, η απόσταση των ευ-
θειών ( )1ε  και ( )2ε , δηλαδή η πλευρά  α  του 

τετραγώνου για το οποίο γίνεται λόγος, είναι 

( )
( )

2 22

2 0 3 1α d A, ε .
21 1

− −
= = =

+ −
 

 Άρα, το ζητούμενο εμβαδό είναι 
2

2 1 1Ε α
22

 = = = 
 

  τ.μ. 

 
 

 
 
 
40. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  με  ( )Α 0, 2 , ( )Β 3, 0  και τέτοιο, ώστε 

( )ΒΓ 1, 1 .=


 
 i) Nα βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Γ. 
 ii) Να υπολογίσετε το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ. 
 
Λύση 
 

i) Έστω  ( )x, y .Γ  Έχουμε 

( )1,1ΒΓ =


. 
 Δηλαδή, 

( ) ( )x 3, y 0 1,1− − =  
 ή ισοδύναμα 

x 3 1− =      και      y 1=  
 και τελικά  
            x 4=     και      y 1= . 
 Επομένως, 

( )4,1 .Γ  

Σημείωση 
Το ζητούμενο εμβαδό είναι  

2Ε α=  
όπου α η πλευρά του τετραγώ-
νου. Η πλευρά α είναι ίση με 
την απόσταση των δύο παράλ-
ληλων ευθειών ( )1ε   και ( )2ε . 
 

Δ ( )1ε

( )2ε Γ Β 

α 

Α 

α 
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ii) Έχουμε 

( ) ( )3 0, 0 2 3, 2ΑΒ = − − = −


 

 και 
( ) ( )4 0,1 2 4, 1ΑΓ = − − = −


 

 Άρα, το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ είναι 

                    ( ) ( )1 | det AB, | .
2

ΑΒΓ = ΑΓ
 

 

     
3 21 | |
4 12

−
=

−
 

       1 53 8
2 2

= − + =  τ.μ. 

 

 

41. Δίνονται τα σημεία  ( ) ( )Α 1, 3 , Β 0, 1−  και η ευθεία  ( )ε  με εξίσωση 
x y 1 0.+ − =  

 Ένα σημείο ( )0 0Γ x , y  ανήκει στην ευθεία ( )ε  και βρίσκεται κάτω 

από τον άξονα ′x x . 
 i) Nα αποδείξετε ότι 0x 1.>  
 ii) Aν το εμβαδό του τριγώνου  ΑΒΓ  είναι ίσο με 4 τ.μ., να βρείτε τις    

συντεταγμένες του σημείου Γ. 
 

 

Λύση 
 

i) To σημείο Γ ανήκει στην ευθεία ( )ε .  Επομέ-

νως, οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την      

εξίσωσή της. Δηλαδή, ισχύει η σχέση 

  0 0x y 1 0+ − =  (1) 

 Επίσης, το σημείο Γ βρίσκεται κάτω από τον 

άξονα x x′ .  Δηλαδή, 0y 0.<  

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
Σημείωση 
Το εμβαδό ενός τριγώνου 
ΑΒΓ δίνεται από τον τύπο 

( ) ( )1 | det AB, | .
2

ΑΒΓ = ΑΓ
 

 
 

Γ 

Α 

Β 

( )A 1, 3

( )0 0Γ x , y x

y

( )ε

( )B 0, 1−
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Η τελευταία σχέση λόγω της σχέσης (1) γράφεται  

01 x 0− < ⇔ 0x 1.>  
 
ii) Έχουμε   

( ) ( )0 1, 1 3 1, 4ΑΒ = − − − = − −


 

 και  

( )0 0x 1, y 3 .ΑΓ = − −


 

 Άρα, το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ είναι  

                                 ( ) ( )1 | det AB, A |
2

ΑΒΓ = Γ
 

 

                         
0 0

1 41 | |
x 1 y 32
− −

=
− −

 

   ( ) ( ) ( )0 0
1 1 y 3 4 x 1
2

= − ⋅ − − − ⋅ −    

   
( )1

0 0 0
1 14x y 1 5x 2 .
2 2

= − − = −   

 Όμως,  
( ) 4.ΑΒΓ =  

 Επομένως, 

0
1 5x 2 4
2

− = 05x 2 8⇔ − = ±  0x 2⇔ =     ή    0
6x .
5

= −   

 Και επειδή  0x 1>  συμπεραίνουμε ότι  0x 2.=  Επίσης, από τη σχέση (1) προκύ-

πτει 

0 0y 1 x 1 2 1.= − = − = −  

 Δηλαδή,   

( )2, 1 .Γ −  
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42. Δίνεται η ευθεία   

ε : y 2x=  

 και σημείο της  Α  το οποίο βρίσκεται πάνω από τον άξονα ′x x .  Αν η 
απόσταση του σημείου Α από την ευθεία    

ζ : x y 1 0− − =  

 είναι ίση με 2 , τότε: 
 i) να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Α 

 ii) να βρείτε το σημείο τομής Β των ευθειών  ( )ε   και  ( )ζ  

 iii) να υπολογίσετε το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ, όπου Γ το συμμε-
τρικό του σημείου Α ως προς την ευθεία y x.=  

 
 

Λύση 
 

i) Έστω ( )0 0x , y  οι ζητούμενες συντεταγμένες.  To σημείο  ( )0 0x , yΑ  ανήκει στην 

ευθεία  
ε : y 2x.=  

 Επομένως, ισχύει η σχέση 

  0 0y 2x=  (1) 

 Επίσης, 

( )d A, ζ 2.=  

 Δηλαδή, 

             
( )

0 0
22

x y 1
2

1 1

− −
=

+ −
0 0x y 1 2.⇔ − − =  

 Και επειδή  

                                           0 0y 2x= , 

 συμπεραίνουμε ότι 

            0 0x 2x 1 2− − = 0x 1 2⇔ − − =  

                                      0x 1 2⇔ − − = ± 0x 1⇔ =    ή   0x 3= −  (2) 

y

x

Α

Β

2

( )ε

( )ζ

Ο
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 Όμως, το σημείο ( )0 0x , yΑ   βρίσκεται πάνω από τον άξονα  x x′ . Δηλαδή,   

0y 0.>  

Επομένως, από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι    

0x 1=  και  0y 2.=  

 Δηλαδή, ( )1, 2 .Α  

ii) Oι συντεταγμένες του σημείου Β είναι η λύση του συστήματος 

y 2x
x y 1 0

=
 − − =

y 2x
x 2x 1 0

=
⇔  − − =

y 2
x 1.
= −

⇔  = −
 

 Δηλαδή, ( )B 1, 2− − . 

 
iii) Το σημείο Γ είναι το συμμετρικό του 

σημείου ( )1, 2Α  ως προς την ευθεία   
y x.=  

Επομένως, ( )2,1 .Γ  

 Έχουμε λοιπόν 

    ( ) ( )1 1, 2 2 2, 4ΑΒ = − − − − = − −


 

 και 

          ( ) ( )2 1,1 2 1, 1 .ΑΓ = − − = −


 

 Άρα, το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ 
είναι 

 ( )ΑΒΓ  ( )1 | det AB, A |
2

= Γ
 

 

  
2 41 | |

1 12
− −

=
−

 

  1 2 4 3
2

= + =  τ.μ. 

 

Σημείωση 
Το συμμετρικό ενός σημείου  

( )α, βΜ  
ως προς την ευθεία  

y x=  
είναι το σημείο  

( )β, α .′Μ  
 

( )Μ α, β

x 

O 

y 

( )Μ β, α′

y x=
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 43. Οι τρεις κορυφές ενός παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ είναι τα σημεία  
( ) ( ) ( )Α 1, 0 , Β 2,3 και Γ 4, 7 .  

 Να βρείτε: 
 i) το εμβαδόν του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ 
 ii) τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία 

ισχύει η σχέση  
( ) ( )ΑΜΓ 3 ΑΒΓΔ .=  

 
Λύση 
 

i) Η διαγώνιος ΑΓ χωρίζει το παραλληλό-
γραμμο ΑΒΓΔ σε  δύο ίσα τρίγωνα ΑΒΓ 
και ΓΔΑ και συνεπώς το εμβαδόν του πα-
ραλληλογράμμου ΑΒΓΔ είναι  

                 ( ) ( )ΑΒΓΔ 2 ΑΒΓ=  (1) 
 Έχουμε 

  ΑΒ (2 1, 3 0) (1, 3)= − − =


 
 και 
             ΑΓ (4 1, 7 0) (3, 7)= − − =



 
 Επομένως η σχέση (1) γράφεται 

      
( ) 1ΑΒΓΔ 2 | det(ΑΒ, ΑΓ) |

2
1 3

| | | 7 9 | 2 τ.μ.
3 7

= ⋅

= = − =

 

 

 
ii) Έστω Μ(x, y). Τότε, έχουμε 

ΑΜ (x 1, y)= −


 και ΑΓ (3, 7)=


. 

 Άρα το εμβαδόν του τριγώνου ΑΜΓ είναι 

( ) ( )
( )

x 1 y1 1ΑΜΓ | det ΑΜ, ΑΓ | | |
3 72 2

1 1| 7 x 1 3y | | 7x 3y 7 | .
2 2

−
= =

= − − = − −

 

 

  Όμως 
( ) ( )ΑΜΓ 3 ΑΒΓΔ .=  

Σημείωση 
Κάθε διαγώνιος χωρίζει το παραλ-
ληλόγραμμο σε δύο ίσα, άρα και 
ισεμβαδικά τρίγωνα. 

A B

ΓΔ
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  Επομένως 
1 | 7x 3y 7 | 3 2 | 7x 3y 7 | 12
2

− − = ⋅ ⇔ − − =  

  ή ισοδύναμα 
7x 3y 7 12 ή 7x 3y 7 12− − = − − = −  

  και τελικά 
7x 3y 19 0 ή 7x 3y 5 0.− − = − + =  

  Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ(x, y) είναι το  σύνολο των 
σημείων των ευθειών 

ε : 7x 3y 19 0 και η : 7x 3y 5 0.− − = − + =  
 

 
Προτεινόμενες Ασκήσεις 

 
 
73. Να βρείτε την απόσταση του σημείου ( )M 7, 5−  από την ευθεία ( )ε  με εξίσωση: 

 i) 3x 4y 9 0+ + =      ii) x 2y 1 0+ + = . 

 

74. Δίνονται οι ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  με εξισώσεις  

4x 3y 11 0− − =     και     8x 6y 7 0− + + = . 

 i) Να αποδείξετε ότι ( )1ε / / ( )2ε . 

 ii) Να βρείτε το σημείο τομής της ευθείας ( )1ε  με την ευθεία  x 2= . 

 iii) Να υπολογίσετε την απόσταση των ευθειών  ( )1ε  και ( )2ε . 

 

75. Δίνονται οι ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  με εξισώσεις 

y 2x 2= −    και     y 2x 6= − . 

 Να βρείτε: 

 i) το σημείο του άξονα x x′  το οποίο ισαπέχει από τις ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  

 ii) των εξίσωση της μεσοπαράλληλης των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε . 
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76. Δίνονται οι ευθείες 
( )1ε : α 1 x 2y 5 0− + − =    και   ( )2ε : 3 α x 2y 0− + =  

 με α ,∈  οι οποίες είναι παράλληλες μεταξύ τους. 

 i) Να αποδείξετε ότι α 2.=  
 ii) Να υπολογίσετε την απόσταση d των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε .  
 iii) Να βρείτε την εξίσωση της μεσοπαράλληλης των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε .  
 

 

77. Δίνεται η ευθεία ( )ε  με εξίσωση  

3x 4y 7 0+ + =  

 η οποία είναι μεσοπαράλληλη δύο παράλληλων ευθειών ( )1ε  και ( )2ε  οι οποίες 

απέχουν μεταξύ τους απόσταση 2 μονάδες. 
 i) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε . 

 ii) Ένα σημείο Μ ανήκει στην ευθεία  y x=  και βρίσκεται πάνω από τον άξονα 

x x′ . Να βρείτε τις συνταγμένες του Μ έτσι, ώστε αυτό να απέχει από κάποια 
από τις ευθείες ( )1ε ,  ( )2ε  απόσταση ίση με 2 μονάδες. 

 

78. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  η οποία έχει συντελεστή διεύθυνσης  

3λ
4

=  

 και απέχει από την αρχή των αξόνων απόσταση ίση με 3 μονάδες. 

 

79. Δίνεται η ευθεία ( )ε  με εξίσωση  

3x 4y 0.+ =  
 i) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών οι οποίες είναι παράλληλες προς την 

 ευθεία ( )ε  και απέχουν από την αρχή των αξόνων απόσταση ίση με 4 μονά-

 δες. 
 ii) Ποια από τις ευθείες που βρήκατε στο ερώτημα i) βρίσκεται πιο κοντά στο 

 σημείο ( )A 3,2− ; 
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80. Δίνονται το σημείο ( )Α 0,1  και η ευθεία 

η : x 2y 7 0.+ − =  

 Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  η οποία είναι κάθετη προς την ( )η  και 

απέχει από το σημείο Α απόσταση ίση με 5.  
 
81. Δίνονται το σημείο ( )Α 1, 3− −  και η ευθεία 

ε : x y 2 0+ + = . 

 Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η οποία είναι παράλληλη προς την ( )ε  και 
ισαπέχει από το σημείο Α και την ευθεία ( )ε .  

 
82. Μία ευθεία ( )ε  διέρχεται από το σημείο ( )A 4,7  και ισαπέχει από τα σημεία 

( )B 1,5  και ( )Γ 3,1 . 

 i) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ( )ε  δεν είναι κάθετη στον άξονα x x′ . 

 ii) Αν η ευθεία ( )ε  σχηματίζει οξεία γωνία ω με τον άξονα x x′ , τότε: 
  α) να βρείτε την εφω  

 β) να αποδείξετε ότι η ευθεία ( )ε  διέρχεται από το μέσο Μ του τμήματος 
 ΒΓ. 

 
83. Δίνεται το σημείο ( )A 5,5− . Να βρείτε: 

 i) την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο Α και : 
  α) είναι κάθετη στον άξονα x x′  
  β) έχει συντελεστή διεύθυνσης  λ 
 ii) τις εξισώσεις των ευθειών οι οποίες διέρχονται από το σημείο Α και απέχουν 

από το σημείο ( )Β 3,4−  απόσταση ίση με 1 μονάδα. 

 
84. Δίνονται οι ευθείες ( )ε  και ( )η  με εξισώσεις 

x y 3 0+ − =      και    x 4y 2 0− + =  
 αντίστοιχα. Να βρείτε: 
 i) τις συντεταγμένες του σημείου τομής Α των ευθειών ( )ε  και ( )η  

 ii) την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο Α και: 
  α) είναι κάθετη στον άξονα x x′  
  β) έχει συντελεστή διεύθυνσης  λ 
 iii) τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το σημείο Α και απέχουν από 

 την αρχή των αξόνων Ο απόσταση ίση με 2 μονάδες. 
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85. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από το σημείο ( )Α 1,0  και 

απέχει από το σημείο ( )Β 3,1  απόσταση ίση με 2. 

 

86. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο ( )Ρ 1,3  και 

ισαπέχει από τα σημεία ( )Α 9,1−  και ( )Β 9, 17 .−  

 

87. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η η οποία διέρχεται από το σημείο ( )Μ 3,5  

και ισαπέχει από τα σημεία  ( )Α 2, 0    και    ( )Β 3,1 .  
 

88. Μία ευθεία ( )ε  με συντελεστή διεύθυνσης λ, διέρχεται από το σημείο ( )M 1,3  

και σχηματίζει οξεία γωνία με τον άξονα x x′ . Να βρείτε: 

 i) τις συντεταγμένες των σημείων τομής της ευθείας ( )ε  με τους άξονες 

 ii) την εξίσωση της ευθείας ( )ε  αν είναι γνωστό ότι αυτή σχηματίζει με τους 

 άξονες τρίγωνο με εμβαδό  E 2=  τ.μ.. 

 

89. Δίνονται οι ευθείες ( )ε  και ( )η  με εξισώσεις  

x 2y 1 0− + =    και        3x 4y 21 0− + =  

 i) Να βρείτε τα σημεία της ευθείας ( )ε , τα οποία απέχουν από την ευθεία ( )η  

 απόσταση ίση με 4. 
 ii) Να υπολογίσετε την απόσταση των σημείων που βρήκατε στο ερώτημα i). 
 

90. Δίνονται οι ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  με εξισώσεις  

12x 5y 10 0− + =     και      3x 4y 8 0+ − = . 

 Να βρείτε: 
 i) το σημείο τομής Α των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε  

 ii) τα σημεία του άξονα x x′  τα οποία ισαπέχουν από τις ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  

 iii) τις εξισώσεις των διχοτόμων των γωνιών που σχηματίζουν οι ευθείες ( )1ε  

 και ( )2ε . 

 



226                      Μαθηματικά Β΄ Λυκείου 

91. Δίνεται η ευθεία ( )ε  με εξίσωση  
12x 5y 36 0− + = . 

 Να βρείτε: 
 i) τα σημεία τομής Α και Β της ευθείας ( )ε  με τους άξονες x x′  και y y′  αντί-

στοιχα 
 ii) το σημείο Γ του θετικού ημιάξονα Oy , το οποίο ισαπέχει από την αρχή των 

 αξόνων Ο και την ευθεία ( )ε  

 iii) την εξίσωση της διχοτόμου της γωνίας OAB. . 
 

92. Δίνονται τα σημεία 

( )A 1,0− ,      ( )B 2, 1−       και       ( )Γ 4,3  

 i) Να υπολογίσετε το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ. 
 ii) Αν το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο να υπολογίσετε το εμβα-

 δό του. 
 

93. Δίνονται τα σημεία ( ) ( )A 1, 5 , B 0, 2  και ( )Γ 4, 0 . 

 i) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ αποτελούν κορυφές τριγώνου. 
 ii) Nα βρείτε την εξίσωση του ύψους ΑΔ. 
 iii) Nα βρείτε την εξίσωση της διαμέσου ΑΜ. 
 iv) Nα υπολογίσετε το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ. 
 
94. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ( )Α 1, 4− , ( )Β 2,1  το οποίο έχει εμβαδό Ε 8τ.μ.=  Να 

βρείτε το σημείο Γ αν είναι γνωστό ότι αυτό βρίσκεται στην ευθεία ε : y 2x= −  
και οι συντεταγμένες του είναι ακέραιοι αριθμοί. 

 
95. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με  

( )A 3,1     και    ( )B 1, 3− . 

 Το σημείο Γ ανήκει στην ευθεία  ε : y x=   και βρίσκεται κάτω από την ευθεία   
 η : y 4= . 
 Αν το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ είναι  E 3=  τ.μ., τότε: 
 i) να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Γ 
 ii) να αποδείξετε ότι  ( )AΓ ε⊥ . 
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96. Ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με  ( ) ( )AB AΓ=   έχει κορυφές τα σημεία   

( )0 0A x , y , ( )B 0, 1−  και ( )Γ 2,5 . 

 i) Να αποδείξετε ότι  

0 0x 3y 7 0+ − = . 

 ii) Αν το σημείο Α ανήκει στην ευθεία ( )ε  με εξίσωση  

y x 5= + , 

  να βρείτε: 
  α) τις συντεταγμένες του σημείου Α 
  β) το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ. 
 
 

97. Δίνονται τα σημεία  

( )A 1,0− , ( )B 3,0  και ( )Γ 1, κ  με κ 0> . 

 i) Να αποδείξετε ότι: 

  α) ( )det AB,AΓ 4κ=
 

 

  β) τα σημεία Α, Β, Γ είναι κορυφές τριγώνου. 
 ii) Αν το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ είναι  

E 4 3=  τ.μ., 

  τότε: 
  α) να βρείτε την τιμή του κ 
  β) να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. 
 

98. Ενός παραλληλόγραμμου ΑΒΓΔ οι κορυφές Α και Β έχουν συντεταγμένες 

( )4,1−  και ( )6,0  αντίστοιχα. Το κέντρο του ΑΒΓΔ είναι το σημείο ( )K 3,2 . 

 i) Να βρείτε τις συντεταγμένες της κορυφής Γ. 

 ii) Να υπολογίσετε το εμβαδό του ΑΒΓΔ. 

 



228                      Μαθηματικά Β΄ Λυκείου 

  99. Δίνεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ( )A 2,1 . Η κορυφή Β ανήκει 

στην ευθεία  x 4=   και η ευθεία ΓΔ έχει εξίσωση  

x 2y 15 0− + = . 

 i) Να βρείτε τις συντεταγμένες της κορυφής Β. 

 ii) Να υπολογίσετε το μήκος της πλευράς ΑΔ. 

 iii) Να υπολογίσετε το εμβαδό του ΑΒΓΔ. 
 

100. Δίνεται ρόμβος ΑΒΓΔ με ( )A 1,2−  και ( )Γ 3, 2− . 

 i) Να βρείτε το κέντρο Κ του ρόμβου ΑΒΓΔ. 

 ii) Να βρείτε την εξίσωση της διαγωνίου ΒΔ. 

 iii) Αν η πλευρά ΒΓ έχει εξίσωση y 3x 11= − ,  να βρείτε: 

  α) τις κορυφές Β και Δ 

  β) το εμβαδό του ρόμβου ΑΒΓΔ. 

 

101. Δίνεται η ευθεία ( )ε  με εξίσωση  

x y 7 0+ − =  

 και τα σημεία   ( )A 1,2−    και  ( )B 5, 8− . 

 i) Να βρείτε το σημείο Μ της ευθείας ( )ε  το οποίο ισαπέχει από τα σημεία Α 
 και Β. 

 ii) Να υπολογίσετε το εμβαδό του τριγώνου ΜΑΒ. 

 

 

102. Δίνονται τα σημεία  ( )A 1,2    και  ( )B 7,6 . 

 i) Να βρείτε το σημείο Μ του άξονα x x′  για το οποίο το εμβαδό του τριγώνου 

 ΜΑΒ είναι ίσο με 12 τ.μ. 

 ii) Να υπολογίσετε την απόσταση του σημείου Μ από την ευθεία ΑΒ. 
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103. Δίνονται τα σημεία 

( )A 1,0  και    ( )B 5,1  

 Να αποδείξετε ότι: 

 i) ο γεωμετρικός τόπος των σημείων ( )M x, y  για τα οποία ισχύει η σχέση 

( )MAΒ 2=  

  είναι δύο ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  οι οποίες είναι μεταξύ τους παράλληλες 

 ii) η ευθεία ΑΒ είναι η μεσοπαράλληλη των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε . 

 

104. Δίνονται τα σημεία  
( )Α 1,1  και ( )Β 5, 3 .  

 Να βρείτε: 
 i) το σημείο Γ του θετικού ημιάξονα Οx , για το οποίο ισχύει η σχέση  

( )ABΓ 5 τ.μ.=  

 ii) τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου, για τα οποία ισχύει η 
σχέση  

( ) ( )ΑΒΜ 2 ΟΑΒ ,=  

  όπου Ο η αρχή των αξόνων. 
 

105. Ευθεία ( )ε  διέρχεται από το σημείο ( )M 1,2  και σχηματίζει αμβλεία γωνία με 
τον άξονα x x′ . 

 i) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ( )ε  έχει συντελεστή διεύθυνσης  

λ 0< . 
 ii) Να βρείτε τα σημεία τομής Α και Β της ευθείας ( )ε  με τους άξονες x x′  και 

 y y′  αντίστοιχα. 

 iii) Να υπολογίσετε συναρτήσει του λ, το εμβαδό ( )Ε λ  του τριγώνου ΟΑΒ.  

 iv) Να αποδείξετε ότι  
( )E λ 4≥  για κάθε λ 0< . 

  Πότε ισχύει η ισότητα; 
 v) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  έτσι, ώστε το εμβαδό ( )E λ  να είναι 

 ελάχιστο. 
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Ερωτήσεις Θεωρίας 
 

1. Έστω Oxy ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο και ( )ε  μία ευθεία που τέ-
μνει τον άξονα x x′  στο σημείο Α. Τι ονομάζουμε γωνία που σχηματίζει η ( )ε  με 
τον άξονα x x;′  Πώς ορίζουμε τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας ( )ε ;  

 

2. Να αποδείξετε ότι αν μία ευθεία και ένα διάνυσμα είναι παράλληλα μεταξύ τους 
και όχι κάθετα στον άξονα x x′ , τότε έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης. 

 

3. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας ( )ε  που διέρχεται από το σημείο 

( )0 0Α x , y  και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ  είναι  ( )0 0y y λ x x .− = −  
 

4. Να αποδείξετε ότι κάθε ευθεία του επιπέδου έχει εξίσωση της μορφής  
  Αx By Γ 0+ + =  με Α 0≠  ή  Β 0≠    (1)   
 και αντιστρόφως, κάθε εξίσωση της μορφής (1) παριστάνει ευθεία γραμμή. 
 

5. Να αποδείξετε ότι η ευθεία ( )ε  με εξίσωση Αx By Γ 0+ + =  είναι παράλληλη 
στο διάνυσμα ( )u B, A= −

  και κάθετη στο διάνυσμα ( )ν Α, Β .=


 

 
Ερωτήσεις Σωστού-Λάθους 

 

1. Κάθε ευθεία ( )ε  σχηματίζει με τον άξονα x x′  γωνία ω για την οποία 
ισχύει 0 ω π.≤ <  Σ Λ 

 
2. Ο συντελεστής διεύθυνσης κάθε ευθείας που σχηματίζει με τον άξονα 

x x′  αμβλεία γωνία είναι αρνητικός αριθμός Σ Λ 
 
3. Κάθε ευθεία ( )ε  έχει συντελεστή διεύθυνσης. Σ Λ 

 
4. Αν μία ευθεία είναι παράλληλη σε ένα διάνυσμα που δεν είναι κάθετο 

στον άξονα x x,′  τότε η ευθεία και το διάνυσμα έχουν τον ίδιο συντελε-
στή διεύθυνσης. Σ Λ 

 
5. Ο συντελεστής διεύθυνσης λ μιας ευθείας που διέρχεται από τα σημεία 

( )1 1Α x , y  και ( )2 2B x , y   με 1 2y y≠  είναι 2 1

2 1

x xλ .
y y

−
=

−
 Σ Λ 
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6. Αν οι ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  έχουν συντελεστές διεύθυνσης 1λ  και 2λ  
αντιστοίχως, τότε ισχύει η ισοδυναμία 1 2 1 2ε ε λ λ 1.⊥ ⇔ =  Σ Λ 

 

7. Η εξίσωση της ευθείας ( )ε  που διέρχεται από τα σημεία ( )1 1Α x , y  και 

( )2 2B x , y  με 1 2x x≠  είναι 

  ( )2 1
1 1

2 1

y yy y x x
x x

−
− = −

−
. Σ Λ 

 

8. Η εξίσωση της ευθείας ( )ε  που διέρχεται από το σημείο ( )0 0A x , y   και 
είναι κάθετη στον άξονα x x′  είναι 0y y .=  Σ Λ 

 

9. Η εξίσωση της ευθείας που τέμνει τον άξονα y y′  στο σημείο ( )A 0, β  
και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ είναι y λx β.= +  Σ Λ 

 

10. Η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και έχει 
συντελεστή διεύθυνσης λ είναι y λx.=  Σ Λ 

 

11. Οι διχοτόμοι των γωνιών xOy  και yOx′  έχουν εξισώσεις y x=  και 
y x= −  αντίστοιχα.  Σ Λ 

 

12. Η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο ( )0 0A x , y  και είναι 
κάθετη στον άξονα y y′  είναι 0y y .=   Σ Λ 

 

13. Κάθε εξίσωση της μορφής Ax By Γ 0+ + =  παριστάνει ευθεία γραμμή. Σ Λ 
 

14. Κάθε ευθεία με εξίσωση Αx By Γ 0+ + =  είναι παράλληλη στο διάνυσμα 

( )δ Α, Β .=


  Σ Λ 
 

15. Η απόσταση του σημείου ( )0 0Μ x , y  από την ευθεία ε : Αx By Γ 0+ + =  
δίνεται από τον τύπο 

  ( ) 0 0

2 2

Αx By Γ
d M,ε

Α Β

+ +
=

+
. Σ Λ 

 

16. Το εμβαδό κάθε τριγώνου ΑΒΓ δίνεται από τον τύπο 

  ( ) ( )1ΑΒΓ det AB, AΓ .
2

=
 

 Σ Λ 
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Διαγώνισμα 
 

Θέμα Α 
 

A1. Να αποδείξετε ότι η ευθεία με εξίσωση 

Ax By Γ 0+ + =  

 είναι: 

 α) παράλληλη στο διάνυσμα ( )δ B, A= −


 

 β) κάθετη στο διάνυσμα ( )η A,B=


 

 

Α2. Τι ονομάζουμε συντελεστή διεύθυνσης μια ευθείας ( )ε ; 

 

Α3. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας δίπλα στο γράμμα 
που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή 
Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

 α) O συντελεστής διεύθυνσης κάθε ευθείας ( )ε  που σχηματίζει με τον άξονα 

x x′  αμβλεία γωνία ω είναι αρνητικός. 

 β) Η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σημείο ( )0 0A x , y  και είναι     
 παράλληλη στον άξονα y y′  είναι 0y y= . 

 γ) Για κάθε A,  B,  Γ∈  η εξίσωση 

Ax By Γ 0+ + =  

  παριστάνει ευθεία. 

 δ) Η απόσταση ενός σημείου ( )0 0M x , y  από την ευθεία ε : Ax By Γ 0+ + =  

 είναι  

( ) 0 0

2 2
0 0

Ax By Γ
d M,ε

x y

+ +
=

+
. 

 ε) Το εμβαδό ενός τριγώνου ΑΒΓ δίνεται από τον τύπο 

( ) ( )1ABΓ det AB,AΓ
2

=
 

. 
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Θέμα Β 

 

Δίνονται τα σημεία  

( )A 4λ 1,5λ 2+ − , ( )B 1,3  και ( )Γ 2,4  

με { }λ 5∈ − . 

Β1. Να αποδείξετε ότι το σημείο Α ανήκει σε σταθερή ευθεία. 
Β2. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ αποτελούν κορυφές τριγώνου για κάθε 

{ }λ 5∈ − . Στη συνέχεια να υπολογίσετε τις τιμές του λ για τις οποίες το τρί-

γωνο ΑΒΓ έχει εμβαδό 2 τ.μ. 
Β3. Για λ 0,=  να βρείτε: 

 α) την εξίσωση του ύψους ΑΔ του τριγώνου ΑΒΓ. 

 β) την εξίσωση της μεσοκαθέτου ( )ε  της πλευράς ΑΒ. 

 

Θέμα Γ 
 

Δίνεται η εξίσωση 

 ( )λ 2 x λy 2 0+ − − =    με  λ∈ . (1) 

Γ1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία για κάθε λ∈ . 

Γ2. Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες που ορίζονται από την εξίσωση (1) διέρχονται 
από το ίδιο σημείο. 

Γ3. Να βρείτε τις τιμές του λ∈  για τις οποίες η ευθεία που ορίζεται από την εξί-
σωση (1) είναι κάθετη προς το διάνυσμα 

( )2ν 4 λ , λ .= −


 

Γ4. Για λ 0,=  να βρείτε την οξεία γωνία ω που σχηματίζει η ευθεία ( )ε  της εξίσωσης 

(1) με την ευθεία 

η : x 2y 7 0.− + =  
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Θέμα Δ 
 

Δίνεται η ευθεία ( )1ε  με εξίσωση 

1ε : y 2x 1.= +  

Να βρείτε: 

Δ1. Την εξίσωση της ευθείας ( )2ε  η οποία είναι παράλληλη προς την ( )1ε  και τέ-

μνει τους άξονες x x′  και y y′  στα σημεία ( )P p,0  και ( )Q 0, q  τέτοια, ώστε 

6p q 18+ = . 

Δ2. Την εξίσωση της μεσοπαράλληλης ευθείας ( )ε  των  παράλληλων ευθειών ( )1ε  

και ( )2ε . 

Δ3. Το συμμετρικό του σημείου ( )P p,0  ως προς την ευθεία ( )ε . 

Δ4. Το εμβαδόν ενός τετραγώνου του οποίου οι δυο πλευρές βρίσκονται πάνω στις 
ευθείες ( )1ε  και ( )2ε . 
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«Tα Μαθηματικά 
είναι η βασίλισσα των επιστημών.» 

            
J. Gauss 

 

 
 

 

 

 

Johann Carl Friedrich Gauss 

(1777 – 1855) 
 
Ο Γιόχαν Καρλ Φρίντριχ Γκάους, ο σημαντικότερος γερμα-
νός μαθηματικός, γεννήθηκε στις 30 Απριλίου του 1777. Συ-
νεισέφερε σε πολλά ερευνητικά πεδία της επιστήμης του, 
όπως η θεωρία αριθμών, η στατιστική, η μαθηματική ανά-
λυση, η διαφορική γεωμετρία, αλλά και συναφών επιστη-
μών, όπως η γεωδαισία, η αστρονομία και η φυσική (ηλε-
κτροστατική, οπτική, γεωμαγνητισμός). Ο Γκάους χαρα-
κτηρίστηκε ως «ο πρίγκιπας των μαθηματικών» και  «ο με-
γαλύτερος μαθηματικός όλων των εποχών μετά τον Αρχι-
μήδη». Πέθανε στο Γκέτινγκεν στις 23 Φεβρουαρίου 1855. 
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Κύκλος 
 
Oρισμός (Κύκλου) 
 

 

Έστω ένα σημείο Κ και ένας θετικός αριθμός ρ. Ονομάζεται κύκλος με κέντρο το ση-
μείο Κ και ακτίνα ρ ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία 
ισχύει ( )ΜΚ ρ.=  
 
 
Πρόταση 
 

 

O κύκλος ( )c  με κέντρο το σημείο ( )Ο 0,0  και ακτίνα ρ έχει εξίσωση 
2 2 2x y ρ+ = .  

 
Απόδειξη 
 

Ένα σημείο ( )Μ x, y  ανήκει στον κύκλο ( )c  αν και 
μόνο αν ισχύει 

( )ΜΟ ρ=  
ή ισοδύναμα 

2 2x y ρ+ =  
και τελικά 

2 2 2x y ρ .+ =  
 
Παράδειγμα 

Ο κύκλος με κέντρο το σημείο ( )Ο 0,0  και ακτίνα ρ 4=  έχει εξίσωση 
2 2x y 16.+ =  

  
 Ο κύκλος με κέντρο ( )Ο 0,0  και ακτίνα ρ 1= , δηλαδή ο κύκλος με εξίσωση  

 2 2x y 1+ =  ονομάζεται μοναδιαίος κύκλος.  

 
Εφαπτομένη Κύκλου 
 
 
Πρόταση 
 

 

Η εφαπτομένη ( )ε  του κύκλου 2 2 2c : x y ρ+ =  στο σημείο του ( )1 1Α x , y  έχει εξίσωση 
2

1 1xx yy ρ+ = .  
 

y

x

( )Μ x, y

( )Ο 0,0
ρ
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Απόδειξη 
 
 

Έστω ( )Μ x, y  τυχαίο σημείο της ζητούμενης εφα-
πτομένης ( )ε . Από τη Γεωμετρία γνωρίζουμε ότι το 
σημείο Μ ανήκει στην ευθεία ( )ε  αν και μόνο αν 
ισχύει  
                                 ΟΑ ΑΜ⊥

 

 
δηλαδή 
                                 ΟΑ ΑΜ 0⋅ =

 

   (1) 
Όμως,  

( ) ( )1 1 1 1ΟΑ x , y και ΑΜ x x , y y .= = − −
 

 

Επομένως, η σχέση (1) γράφεται 

( ) ( ) 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 1

x x x y y y 0 xx yy x y

xx yy ρ , αφού x y ρ .

− + − = ⇔ + = +

⇔ + = + =
 

Παράδειγμα 
Η εφαπτομένη του κύκλου 2 2x y 25+ =  στο σημείο του ( )A 4, 3−  έχει εξίσωση  

( )x 4 y 3 25⋅ + ⋅ − =  

η οποία γράφεται ισοδύναμα 
4x 3y 25 0.− − =  

 

Η Εξίσωση x2 + y2 + Ax + By + Γ =0 
 
Πρόταση 
 

Ο κύκλος ( )c  με κέντρο το σημείο ( )0 0K x , y  και ακτίνα ρ έχει εξίσωση 

( ) ( )2 2 2
0 0x x y y ρ− + − = .  

 
Απόδειξη 
 
 

Ένα σημείο ( )Μ x, y  ανήκει στον κύκλο ( )c  αν και 
μόνο αν ισχύει η σχέση 

( )MK ρ=  
 Δηλαδή 

( ) ( )2 2
0 0x x y y ρ− + − =  

 ή ισοδύναμα 

( ) ( )2 2 2
0 0x x y y ρ− + − =  

y

x

( )Μ x, y

Ο

( )1 1Α x , y

( )ε

y

x
( )Μ x, y

ρΟ

( )0 0Κ x , y
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Παράδειγμα 
 
 

Ο κύκλος με κέντρο το σημείο ( )Κ 4, 2−  και ακτίνα ρ 7=  έχει εξίσωση  

( ) ( )2 2x 4 y 2 49.− + + =  
 

Πρόταση 
 

Κάθε κύκλος έχει εξίσωση της μορφής 

με2 2 2 2x y Ax By Γ 0 Α Β 4Γ 0+ + + + = + − > .  

και αντιστρόφως κάθε εξίσωση της παραπάνω μορφής παριστάνει κύκλο. 
 
Απόδειξη 
 

• Γνωρίζουμε ότι ο κύκλος με κέντρο το σημείο ( )0 0Κ x , y  και ακτίνα ρ έχει εξίσω-
ση 

( ) ( )2 2 2
0 0x x y y ρ− + − =  

 η οποία ισοδύναμα γράφεται 
2 2 2 2 2

0 0 0 0x 2x x x y 2y y y ρ− + + − + =  
 δηλαδή 

( )2 2 2 2 2
0 0 0 0x y 2x x 2y y x y ρ 0+ − − + + − = . 

 H εξίσωση αυτή είναι της μορφής 
2 2x y Ax Βy Γ 0+ + + + =  

 όπου 2 2 2
0 0 0 0Α 2x , B 2y και Γ x y ρ .= − = − = + −  Επίσης ισχύει 

( )2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0Α Β 4Γ 4x 4y 4 x y ρ 4ρ 0.+ − = + − + − = >   

• Αντιστρόφως, κάθε εξίσωση της μορφής 
2 2x y Ax By Γ 0+ + + + =  

 γράφεται  

       ( ) ( )2 2x Ax y By Γ+ + + = −  

2 2 2 2
2 2A A B B A Bx 2 x y 2 y Γ

2 4 2 4 4 4
   

⇔ + + + + + = + −      
   

 

                       
2 2 2 2A B A B 4Γx y

2 2 4
+ −   ⇔ + + + =   

   
 (1) 

 Οπότε:  
  Αν 2 2Α Β 4Γ 0,+ − >  η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο με κέντρο το σημείο 

 
Α ΒΚ ,
2 2

 − − 
 

 και ακτίνα 
2 2Α Β 4Γρ .

2
+ −

=  
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 Αν 2 2Α Β 4Γ 0,+ − =  η εξίσωση (1) παριστάνει ένα μόνο σημείο, το 

Α ΒΚ ,
2 2

 − − 
 

. 

 Αν 2 2Α Β 4Γ 0,+ − <  η εξίσωση (1) είναι αδύνατη, δηλαδή δεν υπάρχουν 
σημεία του επιπέδου που να την επαληθεύουν. 

 
Παράδειγμα 
 

Να βρείτε τι παριστάνει η εξίσωση 
2 2 2x y 2λx 4λy (4λ 2λ 1) 0+ − + + + − = , 

για τις διάφορες πραγματικές τιμές του αριθμού λ. 
 
Λύση 
 

Η παραπάνω εξίσωση είναι της μορφής 
                                           2 2x y Αx Βy Γ 0+ + + + =   

με 
                          2Α 2λ, Β 4λ και Γ 4λ 2λ 1= − = = + − . 
Παρατηρούμε ότι 

                        

2 2 2 2 2

2 2

2

Α Β 4Γ 4λ 16λ 4(4λ 2λ 1)
4λ 8λ 4 4(λ 2λ 1)
4(λ 1) για κάθε λ R.

+ − = + − + −

= − + = − +

= − ∈

 

Επομένως: 

■  Αν 2 2 2λ 1 4(λ 1) 0, τότε Α Β 4Γ 0≠ ⇔ − > + − > . 

 Οπότε, η δοθείσα εξίσωση παριστάνει κύκλο με κέντρο το σημείο 
Α ΒΚ , ,
2 2

 − − 
 

  δηλαδή το σημείο Κ(λ, 2λ)−  και ακτίνα 

2 22 2 4(λ 1) 2 (λ 1)Α Β 4Γρ | λ 1|
2 2 2

− −+ −
= = = = − . 

■  Αν 2 2 2λ 1 4(λ 1) 0, τότε Α Β 4Γ 0= ⇔ − = + − = .  

 Οπότε, η δοθείσα εξίσωση παριστάνει μόνο  το σημείο  Α ΒΚ ,
2 2

 − − 
 

, δηλαδή 

το σημείο Κ(1, 2)− . 
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Λυμένες Ασκήσεις 
 
 
1. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου ο οποίος έχει κέντρο την αρχή των 

αξόνων, σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις: 
  i) Όταν διέρχεται από το σημείο ( )−Α 4, 3 .  
  ii) Όταν εφάπτεται στην ευθεία ( )ε  με εξίσωση   

+ − =12x 5y 26 0.  
 

 

Λύση 
 

i) Η ακτίνα του κύκλου είναι 

 ( ) ( )22ρ ΟΑ 4 3= = + −
 

            
25 5.= =  

 Άρα, η ζητούμενη εξίσωση είναι  
2 2 2x y 5+ =  

 δηλαδή 
2 2x y 25.+ =  

 
 

 
ii) O κύκλος εφάπτεται στην ευθεία ( )ε . Επο-

μένως, η ακτίνα ρ του κύκλου είναι ίση με 
την απόσταση του κέντρου του από την ευ-
θεία ( )ε . Δηλαδή, 

( )ρ d O, ε=  

      
2 2

12 0 5 0 26

12 5

⋅ + ⋅ −
=

+
 

     26 2.
13

= =  

 Άρα, η ζητούμενη εξίσωση είναι  
2 2x y 4.+ =  

Α

Σημείωση 
Μια ευθεία ( )ε  εφάπτεται σε 
έναν κύκλο ( )c  αν και μόνο 
αν η απόσταση του κέντρου 
του κύκλου ( )c  από την ευ-
θεία ( )ε  είναι ίση με την 
ακτίνα του. 

O 
ρ 

( )ε

Σημείωση 
Ο κύκλος με κέντρο το ση-
μείο ( )Ο 0, 0  και ακτίνα ρ 
έχει εξίσωση 

2 2 2x y ρ .+ =  

y 

x O 

ρ 
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2. Δίνεται ο κύκλος ( )c  με εξίσωση 
+ =2 2x y 9  

 και το σημείο ( )M 2, 1 .  
 i) Nα αποδείξετε ότι το σημείο Μ βρίσκεται στο εσωτερικό του κύ-

κλου ( )c . 
 ii) Να βρείτε την εξίσωση της χορδής ΑΒ του κύκλου ( )c  η οποία 

έχει μέσο το σημείο Μ. 
 iii) Nα υπολογίσετε το μήκος της χορδής ΑΒ. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Λύση 
 

i) O κύκλος  ( )c  έχει κέντρο το σημείο ( )Ο 0, 0   
και ακτίνα ρ 3= . Έχουμε 

   ( ) 2 2ΟΜ 2 1 5 3.= + = <  

 Δηλαδή,  

   ( )ΟΜ ρ.<  

 Άρα, το σημείο Μ βρίσκεται στο εσωτερικό του 
κύκλου ( )c . 

 

ii) Aπό την Ευκλείδεια γεωμετρία γνωρίζουμε ότι το 
ΟΜ είναι το απόστημα της χορδής ΑΒ. Δηλαδή, 

ΟΜ ΑΒ.⊥  

 Επομένως, 

ΟΜ ΑΒ ΑΒ
1 0λ λ 1 λ 1
2 0
−

⋅ = − ⇔ ⋅ = −
−

 

            ΑΒλ 2.⇔ = −  

 Άρα, η εξίσωση της χορδής ΑΒ είναι 

              ( )y 1 2 x 2− = − − y 2x 5.⇔ = − +  

Παρατήρηση 
Για να αποδείξουμε ότι το 
σημείο Μ βρίσκεται στο 
εσωτερικό του κύκλου ( )c , 
αρκεί να αποδείξουμε ότι   

( )ΟΜ ρ.<  

 
Σημείωση 
Αν το σημείο Μ είναι το μέ-
σο μιας χορδής ΑΒ τότε 

ΟΜ ΑΒ.⊥  

( )Ο 0, 0

 Α 

ρ 

      Β ( )Μ 2,1
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iii) To τρίγωνο ΟΜΑ είναι ορθογώνιο στο Μ. Άρα, σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώ-

ρημα έχουμε 

 ( ) ( ) ( )2 2 2ΑΜ ΟΜ ΟΑ .+ =  

 Όμως,                      
 ( )ΟΜ 5=  

 και       
 ( )ΟΑ ρ 3.= =  

 Επομένως,         

( ) ( ) ( ) ( )
22 22ΑΜ 5 3 ΑΜ 4 ΑΜ 2.+ = ⇔ = ⇔ =  

 Και επειδή το Μ είναι το μέσο του ΑΒ συμπεραίνουμε ότι   

( ) ( )ΑΒ 2 ΑΜ 4.= =  

 
 
3. Δίνεται ο κύκλος ( )c  με εξίσωση 

+ =2 2x y 10.  
 Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου ( )c  σε καθεμιά 

από τις παρακάτω περιπτώσεις: 
 i) Όταν είναι παράλληλη στην ευθεία ( )ε  με εξίσωση  

= +y 3x 7 . 
 ii) Όταν διέρχεται από το σημείο ( )Α 10, 0 .  

 
Λύση 
 
i) α΄ τρόπος: 
 Έστω ( )1 1Μ x , y  το σημείο επαφής της ζητού-

μενης εφαπτομένης  ( )ζ .  Η εξίσωση της ευθείας 
( )ζ   είναι 

 1 1xx yy 10.+ =  

 Όμως,   
 ( ) ( )ζ // ε . 

 

y 

x 
O 

( )1 1Μ x , y

( )ζ
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 Επομένως, 

                   ζ ελ λ= 1

1

x 3
y

⇔ − = 1 1x 3y⇔ = −  (1) 

 Επίσης, το σημείο επαφής ( )1 1Μ x , y  είναι ση-
μείο του κύκλου ( )c . Άρα, ισχύει η σχέση 

  2 2
1 1x y 10+ =  (2) 

 Aπό τις σχέσεις (1) και (2) βρίσκουμε 

( ) ( )1 1x , y 3,1= −    ή   ( ) ( )1 1x , y 3, 1 .= −  

 Επομένως, το πρόβλημα έχει δύο λύσεις. Τις ευθείες με εξισώσεις 

3x y 10− + =      και   3x y 10.− =  

 β΄ τρόπος: 

 Η ζητούμενη εφαπτομένη ( )ζ  είναι παράλληλη στην ευθεία ( )ε  και συνεπώς έχει 

εξίσωση της μορφής 

y 3x κ, κ .= + ∈  

 Επίσης, η ευθεία  ( )ζ  εφάπτεται στον κύκλο ( )c  ο οποίος έχει κέντρο το σημείο   

( )Ο 0, 0  και ακτίνα  ρ 10.=  Επομένως 

         ( )d Ο, ζ ρ=
( )22

3 0 0 κ
10

3 1

⋅ − +
⇔ =

+ −
( )2κ 10 κ 10.⇔ = ⇔ = ±  

 Άρα, το πρόβλημα έχει δύο λύσεις. Τις ευθείες με εξισώσεις 

y 3x 10= +    και    y 3x 10.= −  

 
ii) Έστω ( )1 1Μ x , y  το σημείο επαφής της 

ζητούμενης ευθείας ( )ζ . Η ευθεία ( )ζ  

έχει εξίσωση 
1 1xx yy 10.+ =  

 Και επειδή η ευθεία ( )ζ  διέρχεται από το 
σημείο ( )Α 10,0  έχουμε 

    1 1 110 x 0 y 10 x 1.⋅ + ⋅ = ⇔ =  (1) 

 

Σημείωση 
Η εφαπτομένη ( )ζ  του κύ-
κλου  

2 2 2x y ρ+ =  
στο σημείο του ( )1 1Μ x , y   
έχει εξίσωση 

2
1 1xx yy ρ .+ =  

 

( )1 1Μ x , y

( )Α 10,0

Ο
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 Επίσης, το σημείο επαφής ( )1 1Μ x , y  
είναι σημείο του κύκλου ( )c . 

 Άρα, ισχύει η σχέση 
 2 2

1 1x y 10+ =  (2) 

 Από τις σχέσεις (1) και (2) βρίσκουμε 
 ( ) ( )1 1x , y 1, 3=      ή      ( ) ( )1 1x , y 1, 3= −  

 Επομένως, το πρόβλημα έχει δύο λύσεις. Τις ευθείες με εξισώσεις 

x 3y 10+ =      και     x 3y 10.− =  

 
 
 4. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου ( )c  σε καθεμιά από τις παρακάτω 

περιπτώσεις: 
 i) Όταν έχει διάμετρο το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα σημεία 

( )−Α 5, 1   και  ( )−Β 1, 7 .  
 ii) Όταν έχει κέντρο το σημείο ( )Κ 1, 2  και εφάπτεται στην ευθεία 

( )ε  με εξίσωση  + + =4x 3y 5 0.  
 

 
Λύση 
 
i) Ο κύκλος ( )c  έχει κέντρο το μέσο της διαμέτρου 

ΑΒ. Δηλαδή, το σημείο  
( )K 2, 3 . 

 H ακτίνα του κύκλου  ( )c   είναι 

( ) ( ) ( )2 2ρ ΑK 2 5 3 1 5.= = − + + =  
 Άρα, ο κύκλος  ( )c   έχει εξίσωση 

( ) ( )2 2 2x 2 y 3 5− + − =  

 ή ισοδύναμα 

( ) ( )2 2x 2 y 3 25.− + − =  

 
 
 

Σχόλιο 
H εύρεση της εφαπτομένης ενός 
κύκλου ανάγεται στην εύρεση 
του σημείου επαφής ( )1 1Μ x , y . 
 

Α 
Κ 

Β 

Σημειώσεις 
● Ο κύκλος με κέντρο το 

σημείο  και 
ακτίνα  ρ  έχει εξίσωση 

 

● Το μέσο κάθε διαμέτρου 
ενός κύκλου συμπίπτει με 
το κέντρο του. 

( )0 0Κ x , y

( ) ( )2 2 2
0 0x x y y ρ− + − =
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ii) O κύκλος ( )c  εφάπτεται στην ευθεία ( )ε .   
Επομένως, η ακτίνα  ρ  του κύκλου ( )c   είναι 

ίση με την απόσταση του κέντρου Κ από την 
ευθεία ( )ε . Δηλαδή 

    
( )

2 2

4 1 3 2 5
ρ d K, ε 3.

4 3

⋅ + ⋅ +
= = =

+
 

 Άρα, ο κύκλος ( )c   έχει εξίσωση 

( ) ( )2 2x 1 y 2 9.− + − =  

 
 
 
 
5. Ένας κύκλος ( )c  με κέντρο το σημείο ( )0 0Κ x , y  και ακτίνα >ρ 0  

εφάπτεται στους θετικούς ημιάξονες Οx   και   Oy . 
 i) Να αποδείξετε ότι   

=0x ρ   και  =0y ρ.  
 ii) Αν ο κύκλος ( )c  διέρχεται από το σημείο ( )Α 2, 1 ,  να βρείτε την 

εξίσωσή του. 
 

 
Λύση 
 
i) O κύκλος εφάπτεται στους θετικούς ημιάξονες 

Ox και Oy.  Δηλαδή, ισχύουν οι σχέσεις  
( )d K, x x ρ′ =    με     

 και 
( )d K, y y ρ′ =    με     

 Ισοδύναμα 
0y ρ=    με    

 και 
0x ρ=    με    

 Επομένως, 
0x ρ=    και   0y ρ.=  

0y 0.>

0x 0>

0y 0.>

0x 0>

Παρατήρηση 
Για τον υπολογισμό της          
ακτίνας του κύκλου αξιο-
ποιούμε τη γνωστή συνθήκη 
επαφής κύκλου και ευθείας  

( )ρ d K,ε .=  

y 

x O 

( )0 0Κ x , y

ρ   Κ 

( )ε
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ii) Στο προηγούμενο ερώτημα αποδείξαμε ότι ο κύκλος ( )c   έχει κέντρο το σημείο   
( )Κ ρ, ρ  όπου ρ η ακτίνα του.  Άρα, έχει εξίσωση 

         ( ) ( )2 2 2x ρ y ρ ρ .− + − =  
 Και επειδή ο κύκλος  ( )c  διέρχεται από το σημείο ( )Α 2,1 συμπεραίνουμε ότι 

                     ( ) ( )2 2 22 ρ 1 ρ ρ− + − = 2ρ 6ρ 5 0⇔ − + = ρ 1⇔ =     ή     ρ 5.=  

 Επομένως, το πρόβλημα έχει δύο λύσεις. Τους κύκλους με εξισώσεις 

( ) ( )2 2x 1 y 1 1− + − =       και      ( ) ( )2 2x 5 y 5 25.− + − =  

 
 
 6. Δίνεται η εξίσωση 

 
 i) Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο . 
 ii) Να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του κύκλου . 
 iii) Αν το σημείο   με    ανήκει στον κύκλο  , τότε: 
  α) να υπολογίσετε την τιμή του μ 
   β) να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου  

στο σημείο Α. 
 
 

Λύση 
 

i) Έχουμε  
   και     

 Επομένως 

 
 Άρα, η δοθείσα εξίσωση παριστάνει κύκλο . 

 
ii) To κέντρου του κύκλου  είναι το σημείο με 

συντεταγμένες   δηλαδή το σημείο 

  Η ακτίνα του κύκλου  είναι 

 

+ − − + =2 2x y 2x 6y 6 0.
( )c

( )c

( )Α μ, 3 <μ 0 ( )c

( )c

Α 2, Β 6= − = − Γ 6.=

2 2Α Β 4Γ 4 36 24 16 0.+ − = + − = >
( )c

( )c

Α Β,
2 2

 − − 
 

( )Κ 1, 3 . ( )c

2 2Α Β 4Γ 16ρ 2.
2 2

+ −
= = =

Σημείωση 
Η εξίσωση 

 
παριστάνει κύκλο αν και 
μόνο αν ισχύει η σχέση 

 
Ο κύκλος αυτός έχει κέ-
ντρο το σημείο 

 

και ακτίνα 

 

2 2x y Ax By Γ 0+ + + + =

2 2Α Β 4Γ 0.+ − >

Α ΒΚ ,
2 2

 − − 
 

2 2Α Β 4Γρ .
2

+ −
=
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iii) α) Το σημείο ( )A μ, 3   ανήκει στον κύκλο . Επομένως 

                          
                                     ή    

  Και επειδή   συμπεραίνουμε ότι  
 

β) α΄ τρόπος: 

 Από την Ευκλείδεια γεωμετρία γνωρίζουμε ότι η 
ζητούμενη εφαπτομένη είναι η ευθεία    που 
διέρχεται από το σημείο  και είναι κά-

θετη στην ευθεία ΚΑ.  Και επειδή  

 

 συμπεραίνουμε ότι  
 

 Άρα, η ευθεία  έχει εξίσωση  
. 

 
 

 β΄ τρόπος: 
 Έστω  τυχαίο σημείο της ζητούμενης 

ευθείας . Από την  Ευκλείδεια γεωμετρία 

γνωρίζουμε ότι το σημείο Μ ανήκει στην ευθεία  
 αν και μόνο αν  

 
 Δηλαδή, 
                           (1) 
 Όμως, 

 
 και 

 
 Επομένως, η σχέση (1) ισοδύναμα γράφεται 

  ( ) ( ) ( )2 x 1 0 y 3 0 2 x 1 0
x 1.

− + + ⋅ − = ⇔ − + =

⇔ = −
           

 Άρα, η ευθεία  έχει εξίσωση  
 

( )c
2 2μ 3 2μ 6 3 6 0+ − − ⋅ + = 2μ 2μ 3 0⇔ − − =

μ 1⇔ = − μ 3.=

μ 0< μ 1= −

( )ε

( )Α 1, 3−

ΚΑ // x x′

( )ε x x.′⊥

( )ε

x 1= −

( )Μ x, y

( )ε

( )ε

ΚΑ ΑΜ.⊥
 

ΚΑ ΑΜ 0⋅ =
 

( ) ( )ΚΑ 1 1, 3 3 2, 0= − − − = −


( )ΑΜ x 1, y 3 .= + −


( )ε

x 1.= −

Σημείωση 
Η εφαπτομένη ενός κύκλου 
είναι κάθετη στην ακτίνα 
του που καταλήγει στο ση-
μείο επαφής. 
 

( )Α 1, 3−

( )ε

( )Κ 1, 3

( )Α 1, 3−

( )ε

( )Κ 1, 3

( )Μ x, y

Σημείωση 
Η εφαπτομένη  είναι ο 
γεωμετρικός τόπος των ση-
μείων Μ του επιπέδου για 
τα οποία ισχύει η σχέση 

 

( )ε

ΚΑ ΑΜ.⊥
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 7. Δίνονται τα σημεία 
( ) ( ) ( )Δ 1, 1 , Ε 0, 2 και Ζ 1, 1 .−  

 i) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου ( )c  ο οποίος διέρχεται από τα 
παραπάνω σημεία. 

 ii) Nα αποδείξετε ότι ο κύκλος ( )c  εφάπτεται στον άξονα ′x x.  
 

 
Λύση 
 
i) α΄ τρόπος:  
 Έστω 

2 2x y Ax By Γ 0+ + + + =  

 η ζητούμενη εξίσωση. Τα σημεία Δ, Ε  και  Ζ 
ανήκουν στον κύκλο ( )c . Επομένως, οι συντε-
ταγμένες τους επαληθεύουν την εξίσωσή του. 

 Δηλαδή, 

                

( )

2 2

2 2

2 2

1 1 Α Β Γ 0

0 2 0 2Β Γ 0

1 1 Α Β Γ 0

 + + + + =
 + + + + =

− + − + + =

 

           
Α Β Γ 2 Α 0

2Β Γ 4   Β 2  
Α Β Γ 2 Γ 0

+ + = − = 
 ⇔ + = − ⇔ = − 
 − + + = − = 

 

 Άρα, ο κύκλος  ( )c   έχει εξίσωση 
2 2x y 2y 0.+ − =  

 β΄ τρόπος:  
 Έστω ( )0 0Κ x , y  το κέντρο και ρ 0>  η ακτίνα του ζητούμενου κύκλου ( )c .  Η 

εξίσωση του κύκλου ( )c  είναι  

( ) ( )2 2 2
0 0x x y y ρ− + − =  

 Επειδή τα σημεία Δ, Ε και Ζ ανήκουν στον κύκλο ( )c , οι συντεταγμένες τους 
επαληθεύουν την εξίσωσή του. Δηλαδή, 

  ( ) ( )2 2 2
0 01 x 1 y ρ− + − =  (1) 

   ( ) ( )2 2 2
0 00 x 2 y ρ− + − =  (2) 

  ( ) ( )2 2 2
0 01 x 1 y ρ− − + − =  (3) 

 

 

Σχόλιο 
Για να βρούμε την εξίσωση ενός κύ-
κλου, από κάποιες πληροφορίες που 
έχουμε γι’ αυτόν, αποφασίζουμε πρώ-
τα για τη μορφή της ζητούμενης εξί-
σωσης. Δηλαδή, για το αν θα αναζη-
τήσουμε εξίσωση της μορφής  

( ) ( )2 2 2
0 0x x y y ρ− + − =  

ή εξίσωση της μορφής 
2 2x y Ax By Γ 0.+ + + + =  

Δ 

Ε 

Ζ 
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 Από τις σχέσεις (1), (2) και (3) βρίσκουμε  

0 0x 0, y 1= =     και    ρ 1.=  

 Άρα, ο κύκλος ( )c  έχει εξίσωση  

( )22x y 1 1.+ − =  
 

 γ΄ τρόπος:  

 Βρίσκουμε το κέντρο Κ του ζητούμενου κύκλου ( )c  ως σημείο τομής των μεσο-

κάθετων ευθειών των τμημάτων ΔΕ και ΔΖ.  Στη συνέχεια βρίσκουμε την ακτίνα  

( )ρ ΚΔ=  του κύκλου ( )c . 

 
ii) α΄ τρόπος: 

 Ο κύκλος  ( )c   έχει κέντρο το σημείο  

Α ΒΚ ,
2 2

 − − 
 

  δηλαδή το σημείο ( )Κ 0,1  

και ακτίνα   

 
2 2Α Β 4Γρ 1.

2
+ −

= =  

 Παρατηρούμε ότι   

 ( )d K, x x 1 1 ρ.′ = = =  

 Άρα, ο κύκλος  ( )c   εφάπτεται  στον άξονα x x.′  

 

 β΄ τρόπος:  

 Οι συντεταγμένες των κοινών σημείων του κύκλου ( )c   με τον άξονα x x′  είναι οι 

λύσεις των συστήματος 

2 2 2

y 0 y 0 y 0
x 0    (διπλή ρίζα).x y 2y 0 x 0

= =  = ⇔ ⇔   =+ − = =   
 

 Παρατηρούμε ότι ο κύκλος  ( )c   και ο άξονας x x′  έχουν ακριβώς ένα κοινό ση-

μείο, το σημείο ( )Ο 0, 0 . Άρα, όπως γνωρίζουμε από την Ευκλείδεια γεωμετρία, 

ο κύκλος ( )c   εφάπτεται στον άξονα x x′ . 

Κ

ρ

xx′
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 8. Ένας κύκλος ( )c  εφάπτεται στην ευθεία   
ε : x y 3 0+ − =  

 στο σημείο Μ ( )1, 2  και διέρχεται από το σημείο Ν ( )−1, 0 . Να βρείτε: 
 i) την εξίσωση του κύκλου ( )c  
 ii) την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου ( )c  στο σημείο Ν 
 iii) τα σημεία τομής Δ και Ε του κύκλου ( )c  με τον άξονα y y′  
 iv) το εμβαδό του τριγώνου ΝΔΕ. 
 
 
 
 

Λύση 
  
i) Έστω 

2 2x y Ax By Γ 0+ + + + =  
 η ζητούμενη εξίσωση.  Tα σημεία  

( ) ( )Μ 1, 2 και Ν 1, 0−  
 ανήκουν στον κύκλο ( )c   και συνεπώς οι συντε-

ταγμένες τους επαληθεύουν την εξίσωσή του.  
Δηλαδή, 

      

  2 21 2 Α 2Β Γ 0 Α 2Β Γ 5+ + + + = ⇔ + + = −  (1) 
 και 

  ( )2 21 0 Α Β 0 Γ 0 Α Γ 1− + − + ⋅ + = ⇔ − + = −  (2) 

 Επίσης, ο κύκλος  ( )c  εφάπτεται στην ευθεία   

ε : x y 3 0+ − =  

 στο σημείο Μ.    Επομένως,  ισχύει η σχέση ( )ΚΜ ε⊥  όπου 
Α ΒΚ ,
2 2

 − − 
 

 το 

κέντρο του κύκλου ( )c .  Έχουμε λοιπόν 

          ΚΜ ελ λ⋅ ( )
Β2
21 1 1
Α1
2

+
= − ⇔ ⋅ − = −

+

Β Α2 1 Β Α 2
2 2

⇔ + = + ⇔ = −  (3) 

 Από τις σχέσεις (1),  (2)   και  (3)  βρίσκουμε  Α 0, Β 2= = −  και  Γ 1.= −  
 Άρα, ο κύκλος  ( )c   έχει εξίσωση  

2 2x y 2y 1 0.+ − − =  

Κ ( )ε

( )Μ 1, 2( )Ν 1, 0−
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ii) Aναζητούμε την εξίσωση της ευθείας  ( )η   η 

οποία διέρχεται από το σημείο ( )Ν 1, 0−   και 

είναι κάθετη στην ευθεία ΚN  όπου  ( )Κ 0,1   

το κέντρο του κύκλου  ( )c . Έχουμε λοιπόν 

 ΚΝ ηλ λ 1⋅ = − η
0 1 λ 1
1 0
−

⇔ ⋅ = −
− − ηλ 1.⇔ = −  

 Άρα, η εξίσωση της ευθείας  ( )η   είναι 

                    ( )y 0 1 x 1− = − +  y x 1.⇔ = − −  
 

iii) Oι συντεταγμένες των σημείων τομής του κύκλου  ( )c   με τον άξονα y y′      

είναι οι λύσεις του συστήματος 

2 2 2

x 0 x 0 x 0

x y 2y 1 0 y 2y 1 0 y 1 2

= = =    ⇔ ⇔  
+ − − = − − = = ±    

 

 Άρα, τα σημεία τομής του κύκλου  ( )c  με τον άξονα  y y′  είναι   

( ) ( )Δ 0,1 2 και Ε 0,1 2 .− +  

 
iv) Έχουμε   

ΝΔ


( )( ) ( )0 1 ,1 2 0 1, 1 2= − − − − = −  

 και   

 
ΝΕ


( )( ) ( )0 1 ,1 2 0 1, 1 2= − − + − = + . 

 Επομένως, το εμβαδό του τριγώνου ΝΔΕ είναι 

                  ( )1Ε det ΝΔ, ΝE
2

=
  1 1 21 | |

2 1 1 2

−
=

+  

                      
 2 2 2

2
= =   τ.μ. 

  

1 1 2 1 2
2

= + − +

Κ 

( )η

( )0,1

( )Ν 1, 0−
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 9. Δίνεται κύκλος  ( )c  ο οποίος διέρχεται από τα σημεία Μ( )0, 3  και    
Ν( )1, 6   και έχει το κέντρο του στην ευθεία ε : y 2x= . 

 i)  Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου ( )c . 
 ii) Να αποδείξετε ότι η αρχή των αξόνων ( )O 0, 0  είναι εξωτερικό 

σημείο του κύκλου ( )c . 
 iii) Να βρείτε το σημείο του κύκλου ( )c  το οποίο απέχει από την αρ-

χή των αξόνων ( )O 0, 0 : 
  α) ελάχιστη απόσταση 
  β) μέγιστη απόσταση. 

 
Λύση 
 

i) Έστω  
2 2x y Ax By Γ 0+ + + + =  

 η εξίσωση του κύκλου ( )c .  Ο κύκλος ( )c  διέρ-

χεται από τα σημεία ( )M 0, 3  και ( )N 1, 6 .          

Επομένως, ισχύουν οι σχέσεις 

  2 20 3 Α 0 B 3 Γ 0 3Β Γ 9+ + ⋅ + ⋅ + = ⇔ + = −  (1) 
 και 

  2 21 6 Α 1 Β 6 Γ 0 A 6B Γ 37+ + ⋅ + ⋅ + = ⇔ + + = −  (2) 

 Επίσης, το κέντρο του κύκλου ( )c , δηλαδή το σημείο 
Α ΒΚ ,
2 2

 − − 
 

 ανήκει στην 

ευθεία  ε : y 2x.=  
 

 Επομένως, 

  
Β Α2 Β 2A
2 2

 − = ⋅ − ⇔ = 
 

 (3) 

 Από τις σχέσεις (1),  (2)  και  (3)  βρίσκουμε 
Α 4, Β 8= − = −   και   Γ 15.=  

 Άρα, ο κύκλος  ( )c   έχει εξίσωση 
2 2x y 4x 8y 15 0.+ − − + =  

Κ 

( )ε
N 

M 
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ii) O κύκλος  ( )c  έχει κέντρο το σημείο 

A BΚ ,
2 2

 − − 
 

, δηλαδή το σημείο ( )K 2, 4  

και ακτίνα 
2 2Α Β 4Γ 20ρ 5.

2 2
+ −

= = =  

 Έχουμε 

( ) 2 2ΟΚ 2 4 20 5 ρ.= + = > =  
 Άρα, το σημείο Ο είναι εξωτερικό σημείο του 

κύκλου (c). 
 

iii) Ο κύκλος ( )c  έχει κέντρο το σημείο  ( )Κ 2, 4 .  
Από την Ευκλείδεια γεωμετρία γνωρίζουμε ότι τα  
ζητούμενα σημεία είναι τα σημεία τομής Δ και Ε 
της διακεντρικής ευθείας ΟΚ με τον κύκλο ( )c . 
Όμως, η ευθεία ΟΚ είναι η δοθείσα ευθεία 

ε :y 2x.=  
 Άρα, οι συντεταγμένες των σημείων Δ και Ε είναι 

οι λύσεις του συστήματος 

   2 2

y 2x

x y 4x 8y 15 0.

=


+ − − + =
 

 Η δεύτερη εξίσωση του συστήματος, λόγω της 
πρώτης γράφεται 

( ) ( )22x 2x 4x 8 2x 15 0+ − − + =  

   25x 20x 15 0⇔ − + = 2x 4x 3 0⇔ − + =  
                x 1 ή x 3⇔ = =  
 Δηλαδή,           
    ( ) ( ) ( ) ( )x, y 1, 2 ή x, y 3, 6= = . 
 Επομένως, 

( ) ( )Δ 1, 2 και Ε 3, 6 .  
 Παρατηρούμε ότι 

              ( )ΟΔ 2 21 2 5= + =       και     ( )ΟΕ 2 23 6 40.= + =  

 Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι: 

 α) το σημείο ( )Δ 1, 2  είναι το σημείο του κύκλου ( )c  το οποίο απέχει από την 
αρχή των αξόνων ( )O 0, 0  ελάχιστη απόσταση. 

 β) το σημείο ( )Ε 3, 5  είναι το σημείο του κύκλου ( )c  το οποίο απέχει από την 
αρχή των αξόνων ( )O 0, 0  μέγιστη απόσταση. 

Σημείωση 
Τα σημεία του κύκλου που 
απέχουν από το σημείο Ο 
ελάχιστη-μέγιστη απόστα-
ση είναι τα σημεία τομής 
του με την διακεντρική 
ευθεία ΟΚ. 

Σχόλιο 
Για να αποδείξουμε ότι 
ένα σημείο είναι εξωτερι-
κό κάποιου κύκλου, αρκεί 
να αποδείξουμε ότι απέχει 
από το κέντρο του κύκλου 
απόσταση μεγαλύτερη από 
την ακτίνα του. 

( )Κ 2,4

y 2x=y

x( )O 0,0

Ε

( )Μ 0,3

( )Ν 1,6

Δ
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10. Δύο ίσοι κύκλοι ( ) ( )1 2c , c  εφάπτονται εξωτερικά στο σημείο 

( )A 0, 1 .  Ο κύκλος ( )1c  έχει κέντρο το σημείο ( )K 1, 0 .−  Να βρείτε: 

 i) την εξίσωση του κύκλου ( )1c  

 ii) την εξίσωση του κύκλου ( )2c .  
 
Λύση 
 

i) Ο κύκλος ( )1c  έχει κέντρο το σημείο ( )K 1,0−  και ακτίνα 

( ) 2 2
1ρ ΚΑ 1 1 2.= = + =  

 Άρα, η εξίσωση του κύκλου ( )1c  είναι 

( )2 2
1c : x 1 y 2.+ + =  

 
ii) Έστω ( )0 0Λ x , y  το κέντρο του κύκλου 

( )2c .  Το σημείο επαφής ( )A 0,1  των δύο 

κύκλων βρίσκεται πάνω στη διάκεντρο ΚΛ. 
Και επειδή οι δύο κύκλοι είναι ίσοι συμπε-
ραίνουμε ότι  

( ) ( )1 2ρ ρ KA ΛΑ .= ⇔ =  

  Δηλαδή, το σημείο Α είναι το μέσο του 

τμήματος ΚΛ.  

 Οπότε έχουμε 

0 01 x 0 y0 και 1
2 2

− + +
= =  

 και συνεπώς 
  0 0x 1 και y 2= = . 

  Άρα, ο κύκλος ( )2c έχει κέντρο το σημείο 

( )Λ 1, 2  ακτίνα 2 1ρ ρ 2= =  και εξίσωση 

( ) ( )2 2

1c : x 1 y 2 2.− + − =  

 
 

 
 
 
 

Σημείωση 
Δύο κύκλοι είναι ίσοι αν και 
μόνο αν έχουν ίσες ακτίνες. 
 
 
Σημείωση 
Από την Ευκλείδεια γεωμετρία 
είναι γνωστό ότι δύο κύκλοι 
( )1K,ρ  και ( )2Λ, ρ  εφάπτονται 
εξωτερικά αν και μόνο αν η 
διάκεντρος ( )δ ΚΛ=  είναι ίση 
με το άθροισμα των δύο ακτί-
νων. Δηλαδή, αν και μόνο αν 

1 2δ ρ ρ .= +  

• • •

( )1c

Λ
A

K

( )2c

1ρ 2ρ
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11. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου 

( ) ( )2 2c : x 1 y 2 9− + − =  

 που άγονται από το σημείο ( )P 4,5 .  
 
 

Λύση 
 

Ο κύκλος ( )c  έχει κέντρο το σημείο ( )K 1, 2  

και ακτίνα ρ 3.=  

● Αρχικά υποθέτουμε ότι η ζητούμενη ευ-
θεία ( )ε  έχει συντελεστή διεύθυνσης λ. 

Οπότε, η εξίσωσή της είναι 

    ( )y 5 λ x 4 λx y 5 4λ 0− = − ⇔ − + − =  

 Η ευθεία ( )ε  εφάπτεται στον κύκλο ( )c  

αν και μόνο αν ισχύει  

( )
( )22

2

λ 2 5 4λ
d K, ε ρ 3

λ 1

3 3λ 3 λ 1

− + −
= ⇔ =

+ −

⇔ − = +

 

                   

( )
( )

22 2

2 2

2 2

1 λ λ 1

1 λ λ 1

1 2λ λ λ 1
λ 0.

⇔ − = +

⇔ − = +

⇔ − + = +
⇔ =

 

 Άρα, η ευθεία ε : y 5=  είναι λύση του προβλήματος.  

● Στη συνέχεια εξετάζουμε αν η ευθεία που διέρχεται από το σημείο Ρ και είναι 
κάθετη στον άξονα x x′ , δηλαδή η ευθεία ζ : x 4 x 4 0= ⇔ − =  αποτελεί λύση του 
προβλήματος. Έχουμε λοιπόν 

( )
2 2

1 4
d K,ζ 3 3 ρ.

1 0

−
= = − = =

+
 

 Επομένως, η ευθεία ζ : x 4=  είναι επίσης λύση του προβλήματος. 
 
 
  

( )Ρ 4,5

( )Κ 1,2

Α

Β
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12. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει το κέντρο του στην ευ-
θεία ε : y x 1= +  και εφάπτεται στην ευθεία  

1η : y x
2

=  

 στο σημείο ( )A 4, 2 .  
 

 
Λύση 
 

Έστω  το κέντρο και ρ η ακτίνα 

του ζητούμενου κύκλου . Το σημείο Κ 

ανήκει στην ευθεία  
 

Οπότε, 
   0 0y x 1= +  (1) 

Επίσης, η ευθεία  εφάπτεται του κύκλου 

 στο σημείο Α. Επομένως,  

   ( ) ΚΑ ηΚΑ η λ λ 1⊥ ⇔ ⋅ = −  

( )0
0 0

0

y 2 1 1 y 2 2 x 4
x 4 2

−
⇔ ⋅ = − ⇔ − = − −

−
 

      (2) 

Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε  

Δηλαδή,  και συνεπώς 

 

Άρα, η ζητούμενη εξίσωση είναι 

    

  

( )0 0K x , y

( )c

ε : y x 1.= +

( )η

( )c

0 0y 2x 10⇔ = − +

0 0 0 0 0

0 0 0 0

y x 1 y x 1 y 4
x 1 2x 10 3x 9 x 3

= + = + =  
⇔ ⇔  + = − + = =  

( )K 3,4

( ) ( ) ( )2 2ρ ΚΑ 4 3 2 4 5.= = − + − =

( ) ( )2 2c : x 3 y 4 5.− + − =

Σχόλιο 
Αρκεί να βρούμε το κέντρο 

 του ζητούμενου κύ-
κλου. Έχουμε λοιπόν δύο αγνώ-
στους , οπότε χρειαζόμαστε 
δύο εξισώσεις. Οι εξισώσεις αυτές 
προκύπτουν από την αξιοποίηση 
δύο πληροφοριών: 
● Το σημείο Κ είναι σημείο της 

ευθείας  

●  αφού η ευθεία 
 εφάπτεται στον κύκλο 
 στο σημείο Α. 

( )0 0K x , y

0 0x , y

( )ε .

( )ΚΑ η⊥

( )η

( )c

( )0 0Κ x , y

( )ε

( )Α 4,2

( )η
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13. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου  που εφάπτεται στην ευθεία 
ε : x 2y 7 0+ + =  και στην ευθεία η : x 2y 3 0+ − =  στο σημείο της 

( )A 1, 1 .  
 
 

Λύση 
Παρατηρούμε ότι  

 

και συνεπώς   

Οπότε, αν Β είναι το σημείο επαφής της ευθείας 
 με τον ζητούμενο κύκλο  το ευθύ-

γραμμο τμήμα ΑΒ είναι διάμετρος του κύκλου 
( )c . Είναι λοιπόν 

( ) ΑΒ ε

AB AB

AB ε λ λ 1
1 λ 1 λ 2.
2

⊥ ⇔ ⋅ = −

⇔ − = − ⇔ =
 

Επομένως, 
 

Οι συντεταγμένες του Β είναι η λύση του συστήματος 
 

Άρα,  

Οπότε, το κέντρο του κύκλου , δηλαδή το μέσο της διαμέτρου ΑΒ είναι το σημείο 

 δηλαδή  Επομένως, η ακτίνα του κύκλου  είναι  

 

και η εξίσωσή του  

 

 
 

( )c

ε η
1λ λ
2

= = −

( ) ( )ε / / η .

( )η ( )c ,

( )ΑΒ : y 1 2 x 1 y 2x 1.− = − ⇔ = −

( )
y 2x 1y 2x 1
x 2 2x 1 7x 2y 7 0
= −= − 

⇔  + − = −+ + = 

y 2x 1 y 3
5x 5 x 1
= − = − 

⇔ ⇔ = − = − 

( )B 1, 3 .− −

( )c

1 1 1 3K , ,
2 2
− − 

 
 

( )K 0, 1 .− ( )c

( ) 2 2ρ ΚΑ 1 2 5= = + =

( )22x y 1 5.+ + =

( )ε

( )Α 1,1

( )ηΒ
Κ
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14. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου  που έχει το κέντρο του στην 
ευθεία ε : y 5x 1= +  και εφάπτεται στις ευθείες 

. 
 
Λύση 
 

Έστω  το κέντρο και  η α-

κτίνα του ζητούμενου κύκλου . Το σημείο 

Κ ανήκει στην ευθεία  και επομέ-
νως,  
            0 0y 5x 1= +  (1) 
Επίσης, ο κύκλος  εφάπτεται στις ευθείες 

 Οπότε, 

 

και συνεπώς 

  

    (2) 
Από τις σχέσεις  (1)  και  (2)  έχουμε 

 

Δηλαδή,  

( ) ( )1K 0,1 και ρ d K, ε=  

Άρα,  

 

( )c

1 2ε : 4x 3y 2 0 και ε : 4x 3y 8 0− − = − + =

( )0 0K x , y ρ 0>

( )c

ε : y 5x 1= +

( )c

( ) ( )1 2ε και ε .

( ) ( )1 2d K, ε d K, ε ρ= =

( ) ( )

( )

0 0 0 0
2 22 2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

4x 3y 2 4x 3y 8

4 3 4 3

4x 3y 2 4x 3y 8

4x 3y 2 4x 3y 8
4x 3y 2 4x 3y 8
8x 6y 6

− − − +
=

+ − + −

⇔ − − = − +

⇔ − = = ± − +

⇔ − − = − + −

⇔ − = −

0 04x 3y 3⇔ − = −

( )
0 0 0 0

0 0 0

0

0

y 5x 1 y 5x 1
4x 3 5x 1 3 11x 0

y 1
x 0

= + = + 
⇔ − + = − − =

=
⇔  =

( )22

4 0 3 1 2
1.

4 3

⋅ − ⋅ −
= =

+ −

( )22c : x y 1 1.+ − =

Σχόλιο 
Αρχικά βρίσκουμε το κέντρο  

 του ζητούμενου κύ-
κλου. Έχουμε λοιπόν δύο αγνώ-
στους οπότε χρειαζόμαστε δύο εξι-
σώσεις. Οι εξισώσεις αυτές προ-
κύπτουν από την αλγεβροποίηση 
δυο γεωμετρικών πληροφοριών:  
● Η πρώτη μας λέει ότι το ση-

μείο Κ ανήκει στην ευθεία 
  

● Η δεύτερη μας λέει ότι ο κύ-
κλος  εφάπτεται στις ευ-
θείες  και  

( )0 0K x , y

( )ε

( )c

( )1ε ( )2ε .

( )ε ( )1ε

Κ

( )2ε
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15. Δίνεται η γραμμή    με εξίσωση 

. 

 i) Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες η γραμμή   είναι κύ-

κλος. Ποιο είναι το κέντρο και ποια η ακτίνα του κύκλου  ; 

 ii) Να αποδείξετε ότι τα κέντρα των παραπάνω κύκλων ανήκουν 
στην   ίδια ευθεία. Ποια είναι η εξίσωση αυτής της ευθείας; 

 iii) Να αποδείξετε ότι οι παραπάνω κύκλοι εφάπτονται στον άξονα 
 και στον άξονα  

 
 

Λύση 
 
i) Η εξίσωση της γραμμής    ισοδύναμα γράφεται 

 

 Η εξίσωση αυτή παριστάνει κύκλο αν και μόνο αν ισχύει η σχέση 

                   

       

       

 Ο κύκλος  έχει κέντρο το σημείο   και ακτίνα  

     
για κάθε λ *.∈  

 
ii) Aποδείξαμε ότι τα κέντρα των κύκλων   είναι τα σημεία   λ *∈ .  

Θέτοντας ( )Κ x, y  έχουμε  και y 2λ.−  Παρατηρούμε ότι . Άρα, τα 

κέντρα των παραπάνω κύκλων ανήκουν στην ευθεία με εξίσωση   

. 

 

 
 

( )c

( )2 2 2x y 4λ 4λ x y , λ+ + = + ∈

( )c

( )c

′x x y y.′

( )c

2 2 2x y 4λx 4λy 4λ 0.+ − − + =

2 2Α Β 4Γ 0+ − >

( ) ( ) ( )2 2 24λ 4λ 4 4λ 0⇔ − + − − >

2 *16λ 0 λ .⇔ > ⇔ ∈

( )c ( )Κ 2λ, 2λ

216λρ 2 λ
2

= =

( )c ( )Κ 2λ, 2λ ,

x 2λ= y x=

y x=
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iii) Έχουμε 

  

 Άρα, οι παραπάνω κύκλοι εφάπτο-

νται στον άξονα . 

 Επίσης, 

  

 Άρα, οι παραπάνω κύκλοι εφάπτο-

νται και στο άξονα  

 
 

 
16. Δίνεται η εξίσωση 
  2 2x y 6λx 8λy 0,+ − − =  (1) 
 όπου λ σταθερός μη μηδενικός πραγματικός αριθμός. 
 Να αποδείξετε ότι: 
 i) η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο για κάθε *λ∈  και να βρείτε 

ποιο είναι το κέντρο και ποια η ακτίνα του κύκλου αυτού 
 ii) όλοι οι κύκλοι που ορίζονται από την (1) διέρχονται από το ίδιο 

σημείο 
 iii) όλοι οι κύκλοι που ορίζονται από την (1) εφάπτονται στην ευ-

θεία 
ε : 3x 4y 0.+ =  

 

Λύση 
 

 

i) Η εξίσωση (1) είναι της μορφής 
2 2x y Αx Βy Γ 0+ + + + =  

  με  
Α 6λ, Β 8λ και Γ 0.= − = − =  

   Έχουμε 
2 2 2 2 2Α Β 4Γ 36λ 64λ 0 100λ 0+ − = + − = >  για κάθε λ ∗∈ . 

 Επομένως, η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο για κάθε λ ∗∈ . Ο κύκλος αυτός έχει 

κέντρο το σημείο Α ΒΚ ,
2 2

 − − 
 

, δηλαδή το σημείο ( )K 3λ, 4λ  και ακτίνα 

2 2 2 21 1 10ρ Α Β 4Γ 100λ λ 5 | λ | .
2 2 2

= + − = = =  

( )d K, x x 2λ 2 λ ρ.′ = = =

x x′

( )d K, y y 2λ 2 λ ρ.′ = = =

y y.′

y

xΟ

y x=

Κ
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ii) ●  Από την εξίσωση (1) για λ 1 και λ 1= − =  προκύπτουν οι κύκλοι  
   2 2

1c : x y 6x 8y 0+ + + =    
   και 
   2 2

2c : x y 6x 8y 0+ − − =    

  ●  Λύνουμε το σύστημα των εξισώσεων των ( ) ( )1 2c και c  και βρίσκουμε τα 
κοινά  σημεία των δύο κύκλων. Από τις παραπάνω εξισώσεις, αφαιρώντας 
κατά μέλη, παίρνουμε 

3x12x 16y 0 y .
4

+ = ⇔ =  

  
 
  Αντικαθιστώντας στην εξίσωση του κύκλου ( )1c  έχουμε 

2 2
2 9x 3x 25xx 6x 8 0 0 x 0.

16 4 16
+ + − = ⇔ = ⇔ =  

   Άρα, 3 0x 0 και y 0
4
⋅

= = = , οπότε οι κύκλοι  ( ) ( )1 2c , c  έχουν κοινό σημείο 

το ( )O 0,0 .  

 ●  Διαπιστώνουμε ότι οι συντεταγμένες του σημείου ( )O 0,0  επαληθεύουν και 
την εξίσωση (1). Επομένως όλοι οι κύκλοι που ορίζονται από την (1) διέρχο-
νται από το ίδιο σημείο ( )O 0,0 .  

 
iii)  Παρατηρούμε ότι η απόσταση των κέντρων ( )K 3λ, 4λ  από την ευθεία  

ε : 3x 4y 0+ =  

 είναι 

2 2

| 3 3λ 4 4λ | 25 | λ |d(Κ,ε) 5 | λ | ρ.
53 4

⋅ + ⋅
= = = =

+
 

  Άρα, όλοι οι κύκλοι που ορίζονται από την (1) εφάπτονται στην ευθεία  

ε : 3x 4y 0.+ =  

 
17. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων του επιπέδου για τα 

οποία το τετράγωνο της απόστασής τους από την αρχή των αξόνων 

( )O 0, 0  είναι διπλάσιο από την απόστασή τους από τον άξονα x x.′  
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Λύση 
 

Έστω ( )M x, y  τυχαίο σημείο του ζητούμενου γεωμετρικού τόπου. Έχουμε 

( ) ( ) ( )

( )

( )

22 2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

22

22

OM 2d M, x x x y 2 y

x y 2 y

x y 2y
ή

x y 2y

x y 2y 1 1
ή

x y 2y 1 0

x y 1 1
ή

x y 1 1.

′= ⇔ + =

⇔ + =

 + =


⇔ 
 + = −
 + − + =


⇔ 
 + + + =
 + − =
⇔ 


+ + =  

 
Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι το 
σύνολο των σημείων των κύκλων  

1c : ( )22x y 1 1+ − =  

και 

2c : ( )22x y 1 1.+ + =  

 
 
 
 

 
 18. Δίνεται η εξίσωση 

( )( )λx y x λy 2λx 2y, λ+ − = + ∈  
  Να αποδείξετε ότι:  
  i) η παραπάνω  εξίσωση παριστάνει δύο ευθείες κάθετες μεταξύ 

  τους 
 ii) το σημείο τομής των δύο ευθειών ανήκει σε σταθερό κύκλο ( )c  

για κάθε τιμή του λ .∈  
 

 

y

x

( )Κ 0,1

( )Λ 0, 1−
Ο

( )1c

( )2c

1
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Λύση 
 

 

i) Η δοθείσα εξίσωση ισοδύναμα γράφεται 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( )

λx y x λy 2 λx y λx y x λy 2 λx y 0

λx y x λy 2 0
λx y 0 ή x λy 2 0.

+ − = + ⇔ + − − + =

⇔ + − − =

⇔ + = − − =

 

 Άρα, η δοθείσα εξίσωση παριστάνει τις ευθείες 

1 2ε : λx y 0 και ε : x λy 2 0.+ = − − =  

 Οι ευθείες αυτές είναι κάθετες στα διανύσματα 

( ) ( )1 2δ λ,1 και δ 1, λ= = −
 

    αντίστοιχα. 

 Παρατηρούμε ότι 1 2δ δ λ λ 0.⋅ = − =
 

 Οπότε, 1 2 1 2δ δ και συνεπώς ε ε .⊥ ⊥
 

 

ii) Oι συντεταγμένες του σημείου τομής των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε  είναι η λύση 

του συστήματος των εξισώσεών τους. Έχουμε λοιπόν 
λx y 0 λx y 0
x λy 2 0 x λy 2, λ

+ = + = 
⇔ − − = − = ∈  

 

 Πρόκειται για γραμμικό σύστημα 2 2×  με 

2λ 1
D λ 1 0

1 λ
= = − − ≠

−
  για κάθε λ .∈  

 Άρα, το σύστημα έχει μοναδική λύση 

2 2 2

0 1
2 λDx 0 2 2x .

D λ 1 λ 1 λ 1
− −

= = = =
− − − − +

 

2 2 2

λ 0
1 2Dy 2λ 0 2λy .

D λ 1 λ 1 λ 1
− −

= = = =
− − − − +

 

 Δηλαδή, για κάθε τιμή του λ∈ , οι ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  τέμνονται στο σημείο 

2 2
2 2λΜ , .

λ 1 λ 1
− 

 + + 
   Για να βρούμε την εξίσωση της καμπύλης στην οποία ανήκει 

το σημείο Μ, θέτουμε ( )M x, y , οπότε 

2 2
2 2λx και y

λ 1 λ 1
−

= =
+ +

. 
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 Επομένως, διαιρώντας κατά μέλη (είναι x 0)≠  προκύπτει 

y yλ λ .
x x
= − ⇔ = −  

 Αντικαθιστώντας στη σχέση 2
2x

λ 1
=

+
 έχουμε 

 
2

2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2x 2xx x x 1 , αφού x 0
y x x y x yy 1 xx

= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ≠
+ + + − + 

 

 

 Δηλαδή, 

( ) ( )22 2 2 2 2x y 2x x 2x 1 y 1 x 1 y 1.+ = ⇔ − + + = ⇔ − + =  

 Άρα, το σημείο Μ ανήκει στον κύκλο ( )2 2c : x 1 y 1.− + =  Ο κύκλος αυτός έχει 
κέντρο το σημείο ( )Κ 1,0  και ακτίνα ρ 1.=  

 
 
 

Προτεινόμενες Ασκήσεις 
 
 
1. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου ο οποίος έχει κέντρο την αρχή των αξόνων 

σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις: 

 i) Όταν διέρχεται από το σημείο ( )Α 2, 1 .−          
 ii) Όταν εφάπτεται στην ευθεία  

ε : 4x 3y 10 0.− + =  
 

2. Δίνεται ο κύκλος ( )c  με εξίσωση 
2 2x y 100+ = . 

 Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου ( )c  σε καθεμιά από τις 
παρακάτω περιπτώσεις: 

 i) Όταν είναι κάθετη στην ευθεία ( )ε  με εξίσωση  
8x 6y 7 0.− + =  

 ii) Όταν διέρχεται από το σημείο 
25Α , 0 .
2
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3. Δίνεται το σημείο ( )Α 1, 2  και ο κύκλος ( )c  με εξίσωση 
2 2x y 1+ = . 

 i) Nα αποδείξετε ότι το σημείο Α είναι εξωτερικό σημείο του κύκλου ( )c . 
 ii) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου ( )c   που άγονται από 

το σημείο Α. 
 

4. Δίνεται η ευθεία  ε : x κy 10+ =   και  o κύκλος  2 2 2c : x y κ 1+ = +  όπου κ στα-
θερός πραγματικός αριθμός. 

 i) Nα υπολογίσετε, συναρτήσει του κ, την απόσταση του κέντρου του κύκλου  
( )c  από  την ευθεία ( )ε . 

 ii) Να βρείτε τις τιμές του κ  για τις οποίες η ευθεία ( )ε : 

  α) εφάπτεται στον κύκλο ( )c  

  β) δεν έχει κανένα κοινό σημείο με τον κύκλο ( )c . 
 

5. Δίνεται ο κύκλος ( )c  ο οποίος έχει κέντρο την αρχή των αξόνων Ο και αποκό-
πτει από την ευθεία ε : 3x 4y 5 0− − =  χορδή μήκους   d 4.=  

 Nα βρείτε: 
 i) την εξίσωση του κύκλου ( )c  
 ii) την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου ( )c   η οποία ορίζει με τους θετι-

κούς ημιάξονες  Οx  και  Oy  τρίγωνο εμβαδού   
25Ε
4

=  τ.μ. 

 
6. Δίνεται ο κύκλος ( )c  με εξίσωση   

2 2x y 1+ =  
 και  το σημείο του ( )1 1Ρ x , y  με 1x 0>  και  1y 0.>  
 i) Nα βρείτε τα σημεία Α και Β στα οποία η εφαπτομένη ( )ε  του κύκλου ( )c  

στο σημείο Ρ τέμνει τους άξονες  x x′  και y y′  αντίστοιχα. 
 ii) Να αποδείξετε ότι το εμβαδό του τριγώνου ΟΑΒ, όπου ( )Ο 0, 0 , είναι 

1 1

1Ε
2x y

=  

 iii) Nα αποδείξετε ότι Ε 1.≥  Πότε ισχύει η ισότητα; 
 iv) Nα βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  έτσι, ώστε το εμβαδό Ε να είναι ελά-

χιστο. 
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  7. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις: 
 i) Όταν έχει κέντρο το σημείο ( )Κ 1, 0  και διέρχεται από το σημείο ( )Α 5,3 . 

 ii)  Όταν έχει διάμετρο το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα σημεία ( )Α 7,1  και 

( )Β 3, 5− . 
        

 
  8. Ένας κύκλος ( )c  εφάπτεται στους θετικούς άξονες Ox   και  Oy.  

 i) Να βρείτε τις συντεταγμένες του κέντρου του συναρτήσει της ακτίνας του ρ. 
 ii) Αν ο κύκλος ( )c  εφάπτεται στην ευθεία ε : x y 2 0− − = , να βρείτε την 

εξίσωσή του. 
 

  9. Ένας κύκλος ( )c  με κέντρο το σημείο ( )0 0Κ x , y  και ακτίνα ρ 0>  εφάπτεται 
στην ευθεία  

ε : x 2y 3 0+ − =  
 στο σημείο ( )Α 1,1 . 

 i) Nα αποδείξετε ότι  0 0y 2x 1= − . 
 ii) Aν ο κύκλος ( )c  διέρχεται από το σημείο ( )Β 2, 0 , να βρείτε την εξίσωσή 

 του. 

 
10. Ένας κύκλος ( )c  έχει κέντρο το σημείο ( )0 0Κ x , y  και εφάπτεται στις ευθείες: 

ε : x y 1 0− + − =    και   n : x y 7 0− − = . 
 i) Να αποδείξετε ότι  0 0x y 3.− =  
 ii) Nα βρείτε την εξίσωση του κύκλου ( )c , αν είναι γνωστό ότι αυτός διέρχεται 

από το σημείο ( )Α 1, 2−  και το κέντρο του έχει θετική τετμημένη. 

 

11. Δίνονται οι ευθείες ( )ε   και  ( )η , με εξισώσεις 

3x 4y 1 0− − =     και    3x 4y 31 0− − =   

 αντίστοιχα. Να βρείτε: 
 i) την εξίσωση της μεσοπαράλληλης ευθείας ( )ζ  των παραπάνω ευθειών 
 ii) το σημείο τομής Κ της ευθείας ( )ζ  με την ευθεία y 1= −  
 iii) την απόσταση του σημείου Κ από την ευθεία ( )ε  
 iv) την εξίσωση του κύκλου ο οποίος έχει κέντρο το σημείο Κ και αποκόπτει 

από την ευθεία ( )ε  χορδή μήκους 8 μονάδων. 
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12. Δίνεται ο κύκλος     

( ) ( )2 2
1c : x 7 y 3 20.− + − =  

 i) Να βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα 1ρ  του κύκλου ( )1c .  
 ii) Ένας κύκλος ( )2c  έχει κέντρο το σημείο ( )0 0Λ x , y  και εφάπτεται στον 

κύκλο ( )1c  στο σημείο του ( )Α 3, 1 .  
  α) Να αποδείξετε ότι  

0 0x 2y 1.− =  
  β) Αν ο κύκλος ( )2c  διέρχεται από το σημείο ( )Β 0,2 , να βρείτε τους 

0 0x , y  και την εξίσωση του κύκλου ( )2c . 

 
13. Να βρείτε τη σχετική θέση των κύκλων ( )1c   και  ( )2c  όταν: 

 i) 2 2
1c : x y 1+ =    και   ( ) ( )2 2

2c : x 3 y 4 9− + − =  

 ii) ( ) ( )2 2
1c : x 1 y 2 16− + − =  και  ( ) ( )2 2

2c : x 4 y 6 1.− + − =  

 
14. Να βρείτε τη σχετική θέση των κύκλων ( )1c   και  ( )2c  όταν: 

 i) ( )22
1c : x y 1 9+ + =    και    ( )2 2

2c : x 2 y 1− + =  

 ii) 2 2
1c : x y 36+ =       και    ( )2 2

2c : x 5 y 1.− + =  
 
15. Δίνεται ο κύκλος ( )1c  ο οποίος έχει κέντρο το σημείο ( )Κ 4, 2  και διέρχεται 

από το σημείο ( )Μ 6,1 .  Να βρείτε: 
 i) την εξίσωση του κύκλου ( )1c  
 ii) την εξίσωση της εφαπτομένης ( )ε  του κύκλου ( )1c  στο σημείο Μ 
 iii) την εξίσωση του κύκλου ( )2c  ο οποίος είναι ομόκεντρος του κύκλου ( )1c  

και αποκόπτει από την ευθεία ( )ε  χορδή ΑΒ μήκους ( )ΑΒ 4.=  

 
16. Δίνεται ο κύκλος ( )1c  με εξίσωση 

( )2 2x 7 y 4.− + =  
 Να βρείτε: 
 i) το σημείο Α του κύκλου ( )1c  το οποίο απέχει από την αρχή των αξόνων O 

ελάχιστη απόσταση 
 ii) την εξίσωση του κύκλου ( )2c  o oποίος εφάπτεται του κύκλου ( )1c  στο ση-

μείο Α και διέρχεται από το σημείο ( )Β 3, 4 .  
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17. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από το σημείο ( )A 3, 2 , έχει 
το κέντρο του στην ευθεία ε : y 2x=  και εφάπτεται στον άξονα x x.′  

 
18. Ένα σημείο Μ βρίσκεται στην ευθεία ε : 5x 12y 23 0− + =  και ένα σημείο Ν 

βρίσκεται στον κύκλο 

( ) ( )2 2c : x 3 y 1 1.− + − =  

 i) Nα βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ του κύκλου ( )c .  

 ii) Να υπολογίσετε την απόσταση του σημείου Κ από την ευθεία ( )ε . 

 iii) Να βρείτε την ελάχιστη τιμή της απόστασης (MN). 
 
19. Δίνονται οι κύκλοι 

2 2
1c : x y 4+ =      και      ( ) ( )2 2

2c : x 3 y 4 1.− + − =  
 i) Nα αποδείξετε ότι οι κύκλοι ( )1c   και   ( )2c   βρίσκονται ο καθένας εξωτε-

ρικά του άλλου. 
 ii) Αν ένα σημείο Μ βρίσκεται στον κύκλο ( )1c  και ένα σημείο Ν βρίσκεται 

στον κύκλο ( )2c ,  να υπολογίσετε την ελάχιστη τιμή της απόστασης ( )ΜΝ .  

 
20. Δίνεται η ευθεία  ε : y x 3= −  και ο κύκλος   

( ) ( )2 2c : x 4 y 3 8.− + − =  
 Να βρείτε: 
 i) την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το κέντρο Κ του κύκλου ( )c  και 

είναι κάθετη στην ευθεία ( )ε  
 ii) το σημείο Α του κύκλου  ( )c  το οποίο απέχει από την ευθεία ( )ε  τη μικρό-

τερη δυνατή απόσταση. 
 

21. Δίνεται σημείο ( )0 0Μ x , y  με 0 0y x≠  και έστω Ν το συμμετρικό του σημείο 

ως προς την ευθεία  ε : y x.=  
 i) Nα αποδείξετε ότι το εμβαδό του τριγώνου ΟΜΝ, όπου Ο η αρχή των αξό-

νων, είναι 2 2
0 0

1Ε x y
2

= − . 

 ii) Αν το σημείο Μ ανήκει στον κύκλο  ( )2 2c : x 2 y 1− + =  να αποδείξετε ότι: 

  α) 2
0 0

3Ε x 2x
2

= − +
 

  β) υπάρχει 0x ∈  τέτοιο, ώστε Ε 1.=  
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22. Nα αποδείξετε ότι κάθε μία από τις παρακάτω εξισώσεις είναι εξίσωση κύκλου. 

Ποιο είναι το κέντρο και ποια είναι η ακτίνα του κάθε κύκλου; 

 i) 2 2x y 2x 4y 9 0       ii) 2 2x y 6x 5 0     

 iii) 2 24x 4y 8y 3 0       iv) 2 2x y 2λx 4λy 5 0.      

 

23. Δίνεται η εξίσωση  
2 2x y 4x 6y 12 0.      

 i) Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση είναι εξίσωση κύκλου  c .   
 ii) Ποιο είναι το κέντρο και ποια η ακτίνα του κύκλου  c ; 
 iii) Να βρείτε το σημείο τομής Α του κύκλου  c  με τον θετικό ημιάξονα Ox. 
 iv) Nα υπολογίσετε τις συντεταγμένες του αντιδιαμετρικού σημείου του Α στον 

κύκλο  c .  

 
24. Δίνεται το σημείο  Α 7, 7  το οποίο ανήκει στον κύκλο  c  με εξίσωση 

2 2x y 4αx 3αy 0.     

 i) Να αποδείξετε ότι  α 2.  

 ii) Να βρείτε το αντιδιαμετρικό του σημείου Α. 
 
25. Ένας κύκλος  c  διέρχεται από τα σημεία 

   Α 2, 0 , Β 1, 1     και    Γ 6, 4 .  
 Να βρείτε: 
 i) την εξίσωση του κύκλου  c  
 ii) το αντιδιαμετρικό Α  του σημείου Α 
 iii) την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου  c  στο σημείο του Α . 

 
26. Δίνεται ο κύκλος  c  ο οποίος διέρχεται από τα σημεία   Α 1, 0  και  Β 5, 0  

και έχει το κέντρο του στην ευθεία 
ε : y x 2  .  

 i) Nα βρείτε την εξίσωση του κύκλου  c . 

 ii) Να αποδείξετε ότι η ευθεία  y 3  εφάπτεται στον κύκλο  c . Ποιο είναι το 

σημείο επαφής;  
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27. Δίνεται ο κύκλος ( )c  ο οποίος έχει το κέντρο του στον άξονα x x′  και εφάπτεται 
στην ευθεία 

ε : 2x y 1 0+ − =  
 στο σημείο ( )Α 0,1 .  
 i) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου ( )c . 
 ii) Nα υπολογίσετε την τιμή του θετικού αριθμού μ έτσι, ώστε το σημείο 

( )Β μ 3, μ−  να είναι σημείο του κύκλου ( )c . 
 
28. Ένας κύκλος ( )c  διέρχεται από τα σημεία ( )Α 1, 4  και  ( )Β 2, 3  και έχει το 

κέντρο του στην ευθεία  
ε : y 3x.=  

 i) Nα βρείτε την εξίσωση του κύκλου ( )c . 
 ii) Nα αποδείξετε ότι ο κύκλος ( )c  εφάπτεται στον άξονα y y.′  
 iii) Nα υπολογίσετε την τιμή του λ∈  έτσι, ώστε η ευθεία  η : y λx=  να εφά-

πτεται στον κύκλο ( )c . 
 

 
29. Δίνεται το σημείο ( )Μ 5, 0  και ο κύκλος ( )c  με εξίσωση 

2 2x y 6x 7 0+ − + = . 
 i) Nα βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ του κύκλου ( )c . 
 ii) Να αποδείξετε ότι το σημείο Μ είναι εξωτερικό σημείο του κύκλου ( )c . 
 iii) Από το σημείο Μ φέρνουμε τις δύο εφαπτόμενες στον κύκλο ( )c  και έστω 

Α, Β τα σημεία επαφής. Να βρείτε τα μήκη των ευθυγράμμων τμημάτων ΜΑ 
και ΜΒ. 

 iv) Nα αποδείξετε ότι το ΚΑΜΒ είναι τετράγωνο. 
 
 

30. Δίνονται τα σημεία ( )Α 2, 0−  και  ( )Β 2, 0 .   
 i) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία 

ισχύει η σχέση 

( ) ( )2 2ΜΑ ΜΒ 16.+ =  
 ii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  η οποία διέρχεται από την αρχή των 

αξόνων και είναι κάθετη στην ευθεία ( )η  με εξίσωση 

3x y 10 0.+ − =  
 iii) Ποιο από τα σημεία Μ του ερωτήματος i) βρίσκεται πιο κοντά στην     

ευθεία ( )η ; 
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31. Δίνονται τα σημεία  
( ) ( )A 1,1 , B 3, 1− −  και ( )Γ 2, 0 . 

 Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει 
2 2 2

ΜΑ ΜΒ ΜΓ 22.+ + =
  

 

 
32. Δίνονται τα σημεία  

( ) ( )Ρ 2, 4 και Q 1, 2 .− −  

 i) Nα αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ, των οποίων ο λόγος 
των αποστάσεων από τα σημεία Ρ και Q ισούται με 2, είναι κύκλος ο οποίος 
διέρχεται από την αρχή των αξόνων ( )O 0, 0 .  

 ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )ε  του παραπάνω κύκλου στο ση-
μείο ( )Ο 0,0 .  

 
33. Δίνεται το σημείο ( )P 1,0  και η ευθεία 

ε : x 2 0.− =  

 Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία       
ισχύει η σχέση 

( ) ( )2PM 2d M,ε .=  

 
34. Δίνεται ο κύκλος  με εξίσωση   

 
 και  δύο αντιδιαμετρικά σημεία του Α και Β. 
 i) Nα αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ του επιπέδου για τα 

οποία ισχύει η σχέση 
 

  είναι κύκλος  ομόκεντρος με τον κύκλο . 
 ii) Να παραστήσετε γραφικά το σύνολο των σημείων  για τα οποία   

ισχύει 

   
 

  

( )1c
2 2x y 1+ =

ΜΑ ΜΒ 3⋅ =
 

( )2c ( )1c

( )Ν x, y

2 21 x y 2.< + <
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35. Δίνεται η ευθεία ε :  x y 4 0+ − =  και ένα σημείο ( )0 0Μ x , y  τέτοιο, ώστε 

2 2
0 0 0 0x y 4x 4y 0.+ − − ≠  

 i) Nα αποδείξετε ότι η προβολή Α του σημείου Μ πάνω στην ευθεία ( )ε  έχει 
συντεταγμένες 

0 0 0 0x y 4 y x 4
, .

2 2
− + − + 

 
 

 

 ii) Aν Β και Γ είναι οι προβολές του σημείου Μ στους άξονες x x′  και y y′     
αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ δεν είναι συνευθειακά. 

 iii) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ για τα οποία το εμβαδό του 
τριγώνου ΑΒΓ  είναι E 2.=  

 iv) Nα βρείτε ποιο από τα σημεία του γεωμετρικού τόπου που βρήκατε στο ερώ-
τημα iii) απέχει ελάχιστη και ποιο απέχει μέγιστη απόσταση από το σημείο 
( )Δ 7, 2 .  

  

36. Δίνονται ο κύκλος ( )1c  με κέντρο το σημείο  ( )Ο 0, 0  και ακτίνα 1ρ 5=   και 
ο κύκλος ( )2c  με εξίσωση  

2 2x y 6x 12y 25 0.+ − − + =  

 i) Να βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα 2ρ  του κύκλου ( )2c .  

 ii) Να αποδείξετε ότι οι κύκλοι ( )1c  και ( )2c  εφάπτονται εξωτερικά. 

 iii) Aν Α είναι το σημείο επαφής των κύκλων ( )1c  και ( )2c , τότε: 

  α) να αποδείξετε ότι  ΟΚ 3ΟΑ.=
 

 

  β) να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Α.  
 

 
37. Δίνεται η εξίσωση  

2 2x y 6y 5 0.+ − + =    

 i) Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο ( )c . 

 ii) Να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του κύκλου ( )c . 

 iii) Να βρείτε τις τιμές του μ∈   για τις οποίες το σημείο ( )Α μ,1 μ−  ανήκει 
στον κύκλο ( )c . 

 iv) Για μ 2= − , να βρείτε την εφαπτομένη του κύκλου ( )c   στο σημείο Α. 
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38. Δίνεται ο κύκλος ( )c  με εξίσωση 

2 2x y 4x 4y 6 0+ − − + = . 

 Να βρείτε:  

 i) το κέντρο Κ και την ακτίνα  ρ  του κύκλου ( )c  

 ii) την εξίσωση της ευθείας ΟΚ, όπου Ο η αρχή των αξόνων 

 iii) τα σημεία Α και Β του κύκλου ( )c  τα οποία απέχουν από την αρχή των αξό-
νων ελάχιστη και μέγιστη απόσταση αντίστοιχα. 

 

39. Δίνεται η εξίσωση 
2 2x y λx μy λ 2 0+ + + + − =  

 όπου λ, μ  πραγματικοί αριθμοί. 
 i) Να αποδείξετε ότι για κάθε λ,  μ∈  η παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο 

( )c .  

 ii) Να βρείτε το κέντρο Κ και την ακτίνα ρ του κύκλου ( )c .   

 iii) Αν η ευθεία  ε : y 1= εφάπτεται στον κύκλο ( )c , τότε: 

  α) να αποδείξετε ότι   
2λ 4λ 4μ 4= + −  

  β) να βρείτε την εξίσωση του κύκλου ( )c  έτσι, ώστε το κέντρο του να 
βρίσκεται στoν άξονα x x.′  

 

 

40. Δίνεται η εξίσωση  
2 2x y 2λx 2y 1 0, λ *.+ − + + = ∈  

 Να αποδείξετε ότι: 
 i) η παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο ( )λc  για κάθε λ *∈  

 ii) τα κέντρα των κύκλων ( )λc  είναι συνευθειακά σημεία 

 iii) όλοι οι κύκλοι ( )λc  διέρχονται από το ίδιο σημείο Α 

 iv) όλοι οι κύκλοι ( )λc  εφάπτονται στην ευθεία που διέρχεται από το σημείο Α 
και είναι κάθετη στον άξονα x x.′  
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41. Δίνεται η εξίσωση 
2 2x y λx y 1 λ+ + + = − ,   λ∈  

 i) Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο για κάθε λ .∈  
  

 ii) Να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του παραπάνω κύκλου. 
 iii) Nα υπολογίσετε την τιμή του λ για την οποία ο παραπάνω κύκλος: 
  α) διέρχεται από την αρχή των αξόνων 

  β) εφάπτεται στον άξονα x x.′  
 
 

42. Δίνεται η εξίσωση 

  ( )2 2 2x y 2λx 6λy 9λ 1 0+ − + + − =  (1) 

 όπου λ σταθερός πραγματικός αριθμός. 
 i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο για κάθε λ .∈  
 ii) Να αποδείξετε ότι τα κέντρα των παραπάνω κύκλων ανήκουν σε ευθεία. 
 iii) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που ορίζεται από την εξίσωση (1) και 

εφάπτεται στην ευθεία 
ε : 4x 3y 15 0.+ − =  

 

43. Δίνεται η εξίσωση 

  ( )2 2x y 2λx 4 2λ y 0+ − + − =  (1) 

 όπου λ σταθερός πραγματικός αριθμός. 
 i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο για κάθε λ .∈  
 ii) Να βρείτε τα κέντρα και τις ακτίνες των παραπάνω κύκλων. 
 iii) Να αποδείξετε ότι όλοι οι κύκλοι που ορίζονται από την εξίσωση (1) διέρχο-

νται από δύο σταθερά σημεία. 
 iii) Να βρείτε την εξίσωση της κοινής χορδής των παραπάνω κύκλων. 
 
 
44. Δίνονται οι εξισώσεις 
  2 2x y 2λx 0+ − =  (1) 
 και 
  2 2 2x y 8λx 12λ 0+ − + =  (2) 
 με *λ .∈  
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 i) Nα αποδείξετε ότι οι παραπάνω εξισώσεις παριστάνουν κύκλους για κάθε 
*λ .∈  

 ii) Να βρείτε τα κέντρα και τις ακτίνες των παραπάνω κύκλων. 
 iii) Να αποδείξετε ότι οι κύκλοι που ορίζονται από την εξίσωση (1) και οι κύ-

κλοι που ορίζονται από την εξίσωση (2) εφάπτονται εξωτερικά για κάθε 
*λ .∈  

 iv) Να βρείτε το σημείο επαφής Μ των παραπάνω κύκλων και την εξίσωση της 

κοινής τους εφαπτομένης στο σημείο αυτό για κάθε *λ .∈   
  
45. Δίνεται η εξίσωση 

  2 2x y 6λx 4y 4 0, λ+ − − + = ∈  (1) 

 i) Nα αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο για κάθε *λ∈ , ενώ για 
λ 0=  παριστάνει ένα μόνο σημείο, του οποίου να βρείτε τις συντεταγμένες. 

 ii) Για κάθε *λ∈ , να αποδείξετε ότι:  
  α) τα κέντρα των παραπάνω κύκλων ανήκουν σε σταθερή ευθεία. 
  β) όλοι οι κύκλοι διέρχονται από το ίδιο σημείο. 
  γ) όλοι οι κύκλοι εφάπτονται στον άξονα y y.′   

 
46. Δίνεται η εξίσωση 

( ) ( ) ( )2 2x y 2 συνθ 1 x 2 ημθ y 2συνθ 1 0,+ − + − + + = θ .∈  

 Να αποδείξετε ότι: 

 i) η παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο ( )θc  για κάθε θ∈  

 ii) τα κέντρα των παραπάνω κύκλων ανήκουν επίσης σε κύκλο  
 iii) όλοι οι κύκλοι ( )θc  διέρχονται από το ίδιο σημείο.  

 
47. Δίνονται  τα σημεία  και   διαφορετικά μεταξύ τους και οι 

πραγματικοί αριθμοί α, β, γ  τέτοιοι, ώστε 

    και       

  Να αποδείξετε ότι: 
 i)  

 ii)  

( )1 1Α x , y ( )2 2Β x , y

2 2
1 1 1 1x y αx βy γ+ = + + 2 2

2 2 2 2x y αx βy γ.+ = + +

2 2α β 4γ 0+ + >

( ) ( )2 2 2 2
2 1 2 1x x y y α β 4γ.− + − ≤ + +
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Η Παραβολή 
 
Oρισμός (παραβολής) 
 

Έστω μια ευθεία ( )δ  και ένα σημείο Ε εκτός της ( )δ .  Ονομάζεται παραβολή με    
εστία το σημείο Ε και διευθετούσα την ευθεία ( )δ  ο γεωμετρικός τόπος  των σημείων 
του επιπέδου τα οποία ισαπέχουν από το σημείο Ε και την ευθεία ( )δ .  
Δηλαδή, ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει  

( ) ( )ΜΕ d Μ,δ .=  
  

● Αν Α είναι η προβολή της εστίας Ε στη διευ-

θετούσα ( )δ , τότε το μέσο Κ του ΕΑ είναι, με 

βάση τον ορισμό, σημείο της παραβολής και 
λέγεται κορυφή της.  

● Η κάθετη ευθεία από την εστία Ε προς τη δι-

ευθετούσα δ είναι άξονας συμμετρίας της πα-
ραβολής και λέγεται άξονας της παραβολής. 

 
Παράδειγμα 

Να βρείτε την εξίσωση της παραβολής, η οποία έχει εστία το σημείο ( )Ε 0,1   και διευ-
θετούσα την ευθεία δ : y 1 0+ = . 
 
Λύση 

Έστω ( )M x, y  τυχαίο σημείο της παραβολής. Έχουμε 

( ) ( ) ( )22

2 2

y 1
ΜΕ x y 1 και d M,δ y 1 .

0 1

+
= + − = = +

+
 

Σύμφωνα με τον ορισμό της παραβολής έχουμε 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

22

2 22 2 2 2

2 2

ME d M,δ x y 1 y 1

x y 1 y 1 x y 2y 1 y 2y 1
1x 4y y x .
4

= ⇔ + − = +

⇔ + − = + ⇔ + − + = + +

⇔ = ⇔ =

 

Επομένως, η ζητούμενη εξίσωση της παραβολής είναι 
2 21x 4y ή y x .

4
= =  

••

•

A

M
E

K

( )δ
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Παραβολή με Κορυφή Ο(0,0) και Άξονα τον x΄x 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

● Η παραβολή έχει εστία το σημείο pE ,0
2

 
 
 

 και διευθετούσα την ευθεία pδ : x
2

= − . 

● Ο αριθμός p 0≠  λέγεται παράμετρος της παραβολής και η p  παριστάνει την   
απόσταση ( )ΕΑ  της εστίας από τη διευθετουσα. 

● Η εξίσωση της παραβολής είναι 2y 2px.=  

 
Παράδειγμα 

Η παραβολή με εστία το σημείο  και διευθετούσα την ευθεία  έχει 

παράμετρο p τέτοια, ώστε , δηλαδή  Οπότε, έχει εξίσωση  δη-

λαδή  
 

Παράδειγμα 

Η εξίσωση 2y 8x= −  παριστάνει παραβολή με παράμετρο p τέτοια, ώστε 2p 8,= −  

δηλαδή p 4= −  Οπότε, έχει εστία το σημείο , δηλαδή ( )E 2, 0−  και διευθε-

τούσα την ευθεία  δηλαδή x 2.=  
 

● Τα p και x (με x 0)≠  είναι ομόσημα. 

● Η εφαπτομένη της παραβολής 2y 2px=  στο σημείο της ( )1 1M x , y  έχει εξίσωση 

 ( )1 1yy p x x .= +  

( )Ε 3,0 δ : x 3= −

p 3
2
= p 6.= 2y 2px,=

2y 12x.=

pΕ ,0
2

 
 
 

pδ : x ,
2

= −

y

xOA

ρδ : x
2

= −
( )ε

pΕ , 0
2

 
 
 

p 0>

• • •

•

•• •

•( )1 1M x , y

y

xO A

ρδ : x
2

= −

( )ε

pΕ , 0
2

 
 
 

p 0<

( )1 1M x , y
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Παράδειγμα 
 

Η εφαπτομένη της παραβολής  στο σημείο της  έχει εξίσωση  

( )y 4 4 x 2 , δηλαδή y x 2.⋅ = + = +  
 
 

Παραβολή με Κορυφή Ο(0,0) και Άξονα τον y΄y 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

● Η παραβολή έχει εστία το σημείο pE 0,
2

 
 
 

 και διευθετούσα την ευθεία pδ : y .
2

=  

● Ο αριθμός p 0≠  λέγεται παράμετρος της παραβολής και η p  παριστάνει την 
απόσταση (ΕΑ) της εστίας από τη διευθετούσα. 

● Η εξίσωση της παραβολής είναι 2x 2py.=  
 
Παράδειγμα 
 

Η εξίσωση  παριστάνει παραβολή με παράμετρο p για την οποία ισχύει 
 Επομένως, έχει εστία το σημείο  και διευθετούσα την ευθεία 

 
 
● Τα p και y (με y 0)≠  είναι ομόσημα. 

● Η εφαπτομένη της παραβολής 2x 2py=  στο σημείο ( )1 1M x , y  έχει εξίσωση 

( )1 1xx p y y .= +  
 
 
 
 
 

2y 8x= ( )Μ 2,4

2x 12y=

2p 12 p 6.= ⇔ = ( )Ε 0,3
δ : y 3.= −

y

O

ρδ : y
2

= −

( )ε

pΕ 0,
2

 
 
 

p 0>

•• ( )1 1M x , y

y

x
O

ρδ : y
2

= −

( )ε

pΕ 0,
2

 
 
 

p 0<

( )1 1M x , y•

•

•
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Ιδιότητες παραβολής 
 

● Κάθε παραβολή βρίσκεται στο ημιεπίπεδο που ορίζει η διευθετούσα της ( )δ  με 
την εστία της Ε. 

 
● (Ανακλαστική ιδιότητα) 

 Η κάθετη στην εφαπτομένη μιας πα-
ραβολής σε οποιοδήποτε σημείο της 
Μ διχοτομεί τη γωνία που σχηματί-
ζουν η ημιευθεία ΜΕ και η ημιευθεία 
Mt που είναι ομόρροπη της ΟΕ, όπου 
Ε είναι η εστία και Ο η κορυφή της 
παραβολής. 

 

 
 
 
Παράδειγμα 
 

Έστω η παραβολή ( )c  με εξίσωση 2y 4x.=  Μία φωτεινή ακτίνα ΦΜ / /x x′  προσπί-

πτει στο σημείο ( )M 2, 2 2  της παραβολής και ανακλώμενη διέρχεται από την εστεία 

της ( )E 1,0 .  Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )η  η οποία διχοτομεί τη γωνία 
ΦΜΕ.  

 
Λύση 
 

Με βάση την ανακλαστική ιδιότητα της πα-
ραβολής, η ευθεία ( )η  είναι κάθετη στην 
εφαπτομένη ( )ε  της παραβολής στο σημείο 

( )Μ 2, 2 2 . Έχουμε  

( ) 1ε : y 2 2 2 x 2 y x 2.
2

⋅ = + ⇔ = +  

Όμως 
        η εη ε λ λ 1⊥ ⇔ ⋅ = −  

         η η
1λ 1 λ 2.
2

⇔ ⋅ = − ⇔ = −  

Επομένως, 
( )η : y 2 2 2 x 2 y 2x 4 2.− = − − ⇔ = − +  

y

xO

t
θ( )ε

Ε•

M
•

•

θ

y

xO

θ( )ε

Ε•

M
•

•

θ
Φ

( )η

( )η
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Λυμένες Ασκήσεις 
 
 
19. Να βρείτε την εξίσωση της παραβολής ( )c  η οποία έχει κορυφή την 

αρχή των αξόνων σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις: 
 i) Όταν έχει εστία το σημείο ( )Ε 2, 0 .  
 ii) Όταν έχει διευθετούσα την ευθεία ( )δ με εξίσωση = −x 3.  
 iii) Όταν έχει άξονα συμμετρίας τον άξονα ′x x   και διέρχεται από το 

σημείο ( )−Α 1, 2 .  
 
 
Λύση 
 

i) Έστω  
pΕ ,0
2

 
 
 

 η εστία της παραβολής ( )c .   

 Έχουμε 
p 2 p 4.
2
= ⇔ =  

 Άρα, η παραβολή ( )c  έχει εξίσωση 
2y 2px=  

 δηλαδή           2y 8x.=  
 

ii) Έστω  pδ : x
2

= −  η διευθετούσα της πα-

ραβολής ( )c . Έχουμε 
p 3 p 6.
2

− = − ⇔ =  

 Άρα, η παραβολή ( )c  έχει εξίσωση  
2y 2px=  

 δηλαδή           2y 12x.=  
 

iii) Η παραβολή ( )c  έχει εξίσωση της μορ-

φής 2y 2px= . Και επειδή η ( )c  διέρχε-
ται από το σημείο  ( )Α 1, 2−  συμπεραί-

νουμε ότι ( )22 2p 1 p 2.= − ⇔ = −  Άρα, η 

παραβολή ( )c  έχει εξίσωση 2y 4x.= −  

Σημείωση 
Η παραβολή ( )c  με εστία το ση-

μείο 
pΕ , 0
2

 
 
 

 και κορυφή την αρχή 

των αξόνων ( )O 0, 0  έχει διευθε-

τούσα την ευθεία  pδ : x .
2

= −  Η 

εξίσωση της παραβολής ( )c  είναι 
2y 2px.=  Ο αριθμός p λέγεται πα-

ράμετρος της παραβολής. 
 

( )c( )δ

Ο 

y 

x Ε 
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20. Να βρείτε την εστία και τη διευθετούσα της παραβολής ( )c  με εξί-

σωση: 
  i) =2y 10x       ii) = −2y 12x  
  iii) =2x 4y       iv) = −2x 16y.  
 
 

Λύση 
 

i) Η εξίσωση της παραβολής ( )c   είναι της 
μορφής  

2y 2px.=  

 Έχουμε λοιπόν 
2p 10 p 5.= ⇔ =  

 Άρα, η παραβολή  ( )c   έχει εστία το ση-

μείο 
5Ε , 0
2

 
 
 

 και διευθετούσα την ευθεία 

5δ : x .
2

= −  

 
 

ii) Η εξίσωση της παραβολής ( )c   είναι της 
μορφής  

2y 2px.=  

 Έχουμε λοιπόν 
2p 12 p 6.= − ⇔ = −  

 Άρα, η παραβολή  ( )c   έχει εστία το ση-
μείο ( )Ε 3, 0−  και διευθετούσα την ευθεία  

δ : x 3.=  

 
 
 
 
 
 

Σημείωση 

Η εξίσωση  
2y 2px, p 0= ≠  

παριστάνει παραβολή με εστία 

το σημείο  

pΕ , 0
2

 
 
 

 

και διευθετούσα την ευθεία  

pδ : x .
2

= −  

x Ε Ο 

y 

( )δ ( )c
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iii) H εξίσωση της παραβολής ( )c   είναι της 

μορφής  
2x 2py.=  

 Έχουμε λοιπόν 

2p 4 p 2.= ⇔ =  

 Άρα, η παραβολή  ( )c   έχει εστία το ση-

μείο ( )Ε 0,1  και διευθετούσα την ευθεία  

δ : y 1.= −  
 

iv) H εξίσωση της παραβολής ( )c   είναι της 

μορφής  
2x 2py.=  

 Έχουμε λοιπόν 

2p 16 p 8.= − ⇔ = −  

 Άρα, η παραβολή  ( )c   έχει εστία το σημείο 

( )Ε 0, 4−  και διευθετούσα την ευθεία  

δ : y 4.=  

 
 
21. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εξίσωση  

=2y 8x.  
 i) Να βρείτε την εστία και τη διευθετούσα της παραβολής ( )c . 

 ii) Να αποδείξετε ότι η απόσταση ενός σημείου ( )1 1Μ x , y  της πα-
ραβολής  ( )c  από την εστία της Ε είναι  

( ) = +1ΜΕ x 2 .  
 iii) Nα αποδείξετε ότι  η κορυφή της παραβολής ( )c  είναι το πλη-

σιέστερο προς την εστία σημείο της. 
 
 
 

  

Σημείωση 
Η εξίσωση  

2x 2py, p 0= ≠  

παριστάνει παραβολή με εστία 
το σημείο  

pΕ 0,
2

 
 
 

 

και διευθετούσα την ευθεία  
pδ : y .
2

= −  

x 

Ε 

Ο 

y 

( )δ
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Λύση 
 

i) H εξίσωση της παραβολής ( )c  είναι της μορφής  2y 2px.=   Έχουμε λοιπόν 
2p 8 p 4.= ⇔ =  

 Άρα, η παραβολή ( )c  έχει εστία το σημείο ( )Ε 2, 0   και διευθετούσα την ευθεία  
δ : x 2.= −  

 

ii) α΄ τρόπος: 
 Έχουμε 

( ) ( ) ( )2 2
1 1ΜΕ x 2 y 0= − + −  

     2 2
1 1 1x 4x 4 y .= − + +  

 Όμως, το σημείο  ( )1 1Μ x , y   είναι ση-
μείο της παραβολής ( )c . Άρα, οι συντε-

ταγμένες του Μ επαληθεύουν την εξίσωση 
της ( )c .  Δηλαδή,  ισχύει  

2
1 1y 8x .=  

 Επομένως, 

     ( ) 2
1 1 1ΜΕ x 4x 4 8x= − + +  

                           2
1 1x 4x 4= + +  

                           ( )21x 2= +  
                    1x 2 .= +  
 

 β΄ τρόπος: 
 Σύμφωνα με τον ορισμό της παραβολής 

έχουμε 
 ( ) ( )ΜΕ d M, δ=  

 Όμως, 
 ( )1 1M x , y  

 και 
 δ : x 2 x 2 0.= − ⇔ + =  

 Επομένως, 

    
( ) 1

12 2

x 2
d M, δ x 2 .

1 0

+
= = +

+
 

 Δηλαδή,    

  ( ) 1ΜΕ x 2 .= +  
  

Σχόλιο 
Την πληροφορία ότι το σημείο 

( )1 1Μ x , y  ανήκει στην παραβολή 

( )c  μπορούμε να την αξιοποιήσουμε 

με δύο τρόπους:  
 

 Να απαιτήσουμε οι συντεταγμέ-
νες του σημείου Μ να επαληθεύ-
ουν την εξίσωση της παραβολής. 

 

 Να παρατηρήσουμε ότι, σύμφωνα 
με τον ορισμό της παραβολής, το 
σημείο Μ ισαπέχει από την εστία 
Ε και τη διευθετούσα ( )δ . 

 

Ο ( )Ε 2, 0 x 

y 

( )1 1Μ x , y

δ : x 2= −
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iii) Έχουμε 

( ) 1ΜΕ x 2 .= +  

 Όμως, 
2
1 1y 8x=  

 και συνεπώς 

2
1

1
yx 0.
8

= ≥  

 Επομένως, 

( )
2 2
1 1

1
y yΜΕ x 2 2 2 2.
8 8

= + = + = + ≥  

 Η ισότητα ισχύει μόνο όταν   

1y 0=  και  1x 0= . 

 Άρα, η ελάχιστη τιμή της απόστασης ( )ΜΕ  είναι ίση με 2 και επιτυγχάνεται όταν 
οι συντεταγμένες του σημείου Μ είναι  ( )0, 0 . Δηλαδή, όταν το σημείο Μ συ-
μπέσει με την κορυφή ( )Ο 0, 0  της παραβολής ( )c . 

 
 
22. Δίνεται η παραβολή  ( )c  με εξίσωση 

=2y 2x  

 και δύο σημεία της  ( )1 1Α x , y   και   ( )2 2Β x , y .  
 i) Nα αποδείξετε ότι 

=
2
1

1
y

x
2

      και    =
2
2

2
y

x .
2

 

 ii) Αν  είναι  
≠1 2y y 0  και  AOB 90 ,= °  

  όπου Ο η κορυφή της παραβολής, να αποδείξετε ότι: 
  α) = −1 2y y 4  
  β) τα σημεία Α, Β και  ( )Γ 2, 0  είναι συνευθειακά. 
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Λύση 
 
i) Tα σημεία ( )1 1Α x , y   και ( )2 2Β x , y      

ανήκουν στην παραβολή ( )c . Άρα, οι συ-

ντεταγμένες τους επαληθεύουν την εξίσω-
ση της παραβολής. Δηλαδή, ισχύουν οι 
σχέσεις 

2
2 1
1 1 1

yy 2x x
2

= ⇔ =  

 και 
2

2 2
2 2 2

yy 2x x .
2

= ⇔ =  

 
ii) α) Έχουμε 

AOB 90= ° . 
   Δηλαδή, 

ΟΑ ΟΒ⊥
 

 
   ή ισοδύναμα 
    ΟΑ ΟΒ 0⋅ =

 

 (1) 
   Όμως, 

( )1 1ΟΑ x , y=


     και      ( )2 2ΟΒ x , y .=


 

 
  Άρα, η σχέση  (1)  ισοδύναμα γράφεται 
   1 2 1 2x x y y 0+ =  

                                        
2 2
1 2

1 2
y y y y 0,
2 2

⇔ ⋅ + =   λόγω του ερωτήματος i)     

       ( )1 2 1 2y y y y 4 0.⇔ ⋅ + =  

  Και επειδή  
1 2y y 0≠ , 

  συμπεραίνουμε ότι 
1 2y y 4 0+ =  

  και τελικά 
1 2y y 4.= −  

 
 

  

( )2 2Β x , y

( )1 1Α x , y

( )Γ 2, 0
O x 

y 
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 β) Έχουμε 
( )2 1 2 1ΑΒ x x , y y= − −



 
   και 

( )1 1ΑΓ 2 x , y= − −


. 
   Επομένως, 

                         ( )det AB, AΓ
 

 2 1 2 1

1 1

x x y y
2 x y
− −

=
− −

 

  ( ) ( )( )1 2 1 1 2 1y x x 2 x y y= − − − − −  
  2 1 1 1 2 1 1 2 1 1x y x y 2y 2y x y x y= − + − + + −  
  1 2 2 1 1 2x y x y 2y 2y .= − + −  
  Όμως, 

2
1

1
yx
2

=       και       
2
2

2
yx .
2

=  

       Άρα,          

                        ( )det AB, AΓ
 

 
2 2
1 2

2 1 1 2
y yy y 2y 2y
2 2

= − + −  

  ( ) ( )1 2
1 2 1 2

y y y y 2 y y
2

= − + −  

  ( ) ( )1 2
1 2 1 2

y y 42 y y 2 y y 0.
2 2

−   = + − = + − =     

α)
  

  Επομένως, 
ΑΒ// ΑΓ
 

 
  και συνεπώς τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 
 
 
23. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εξίσωση 

=2y 4x  
 και τα σημεία της ( )1 1Α x , y  και ( )2 2Β x , y  με  <1 2y y  τέτοια, ώστε 

το σημείο ( )Μ 5, 2  να είναι το μέσο του τμήματος ΑΒ. 
 i) Nα αποδείξετε ότι: 

  α) =
2
1

1
y

x
4

   και  =
2
2

2
y

x
4

 

  β) + =2 2
1 2y y 40    και    + =1 2y y 4.  

 ii) Nα βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Α και Β. 
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Λύση 
 
i) α) Τα σημεία Α και Β ανήκουν στην παρα-

βολή ( )c . Άρα, οι συντεταγμένες τους 

οφείλουν να επαληθεύουν την εξίσωση 
της ( )c . Δηλαδή, ισχύουν οι σχέσεις 

 
2

2 1
1 1 1

yy 4x x
4

= ⇔ =  

  και 

 
2

2 2
2 2 2

yy 4x x .
4

= ⇔ =  

 
 β) Το σημείο ( )Μ 5, 2   είναι μέσο του ΑΒ.  Επομένως, 

1 2x x 5
2
+

=   και  1 2y y 2
2
+

=  

  ή ισοδύναμα 
2 2
1 2y y 10
4 4
+ =   και  1 2y y 4.+ =  

  Τελικά 
2 2
1 2y y 40+ =   και  1 2y y 4.+ =  

 
 
 
ii) Aποδείξαμε ότι 

2 2
1 2y y 40+ =   και  1 2y y 4.+ =  

 Έχουμε λοιπόν 

    ( )21 2 1 2y y 2y y 40+ − =     και     1 2y y 4+ =  

 δηλαδή 
    2

1 24 2y y 40− =     και    1 2y y 4+ =  

 ή ισοδύναμα 
   1 2y y 12= −   και  1 2y y 4.+ =  

 Επομένως, οι αριθμοί  1 2y , y  είναι οι ρίζες της εξίσωσης 
2y 4y 12 0.− − =  

( )2 2Β x , y

( )1 1Α x , y

( )Μ 5, 2

O x 

y 
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 Πρόκειται για εξίσωση β΄ βαθμού με διακρίνουσα 

( ) ( )24 4 12 64∆ = − − − = . 

 Επομένως,    

1,2
4 8y

2
±

= .  

 Και επειδή   
1 2y y< , 

 συμπεραίνουμε ότι 
1y 2= −     και    2y 6.=  

 Επίσης 
2
1

1
yx 1
4

= =     και   
2
2

2
yx 9.
4

= =  

 Άρα, οι συντεταγμένες των σημείων Α και Β είναι ( )1, 2−  και ( )9, 6  αντίστοιχα. 
 

  
24. Δίνεται η παραβολή ( )c   με εξίσωση  

=2y 24x.  
 i) Να βρείτε την εστία Ε και τη διευθετούσα ( )δ  της παραβολής 

( )c . 
 ii) Αν ένα σημείο Α ανήκει στην παραβολή ( )c , να αποδείξετε ότι ο 

κύκλος με διάμετρο ΕΑ εφάπτεται στον άξονα ′y y.  
 

 
Λύση 
 
i) Η παραβολή ( )c   έχει εξίσωση της μορφής  

2y 2px.=  

 Έχουμε λοιπόν 

2p 24 p 12.= ⇔ =  

 Άρα, η παραβολή  ( )c  έχει εστία το σημείο 

( )Ε 6, 0  και διευθετούσα την ευθεία 

δ : x 6.= −  

 

Σημείωση 
Για να βρούμε δύο 
αριθμούς οι οποίοι 
έχουν άθροισμα S 
και γινόμενο P αρ-
κεί να λύσουμε την 
εξίσωση 

2x Sx P 0− + = . 
 

( )Ε 6, 0

( )1 1Α x , y

O x 

y 

Κ 

δ : x 6= −
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ii) Έστω ( )1 1Α x , y .  Ο κύκλος με διάμετρο 

ΕΑ έχει κέντρο το μέσο του ΕΑ, δηλαδή το 

σημείο  1 1x 6 yΚ , ,
2 2
+ 

 
 

 και ακτίνα 

( ) ( )1 1ρ ΑΕ d A, δ
2 2

= =  

        1
12 2

x 61 1 x 6 .
2 21 0

+
= = +

+
 

 Παρατηρούμε ότι 

( ) 1
1

x 6 1d K, y y x 6 ρ.
2 2
+′ = = + =  

 Επομένως, ο κύκλος με διάμετρο ΕΑ εφάπτεται στον άξονα  y y′ . 

 
 
 
25. Δίνεται η παραβολή  ( )c   με εξίσωση 

= >2y 2px, p 0  
 και δύο σημεία της Α και Β τέτοια, ώστε η εστία Ε της παραβολής να 

ανήκει στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ.  Να αποδείξετε ότι: 
 i) αν ′Α  και ′Β  είναι οι προβολές των σημείων Α και Β αντίστοιχα 

πάνω στη διευθετούσα ( )δ  της παραβολής, τότε ισχύει η σχέση 

( ) ( ) ( )ΑΑ ΒΒ ΑΒ′ ′+ =  

 ii) αν Κ είναι το μέσο του ΑΒ και ′Κ   είναι η προβολή του Κ πάνω 
στη διευθετούσα ( )δ , τότε ισχύει η σχέση 

( ) ( )1ΚΚ ΑΒ
2

′ =  

 iii) o κύκλος με διάμετρο ΑΒ εφάπτεται στη διευθετούσα ( )δ της παρα-
βολής. 

  
 

  

Παρατήρηση 

Για τον υπολογισμό του ( )ΑΕ , 

αξιοποιούμε τον ορισμό της 

παραβολής. Δηλαδή, χρησιμο-

ποιούμε τη σχέση 

( ) ( )ΑΕ d A, δ .=  
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Λύση 
 

i) Σύμφωνα με τον ορισμό της παραβολής 

έχουμε 

   d A, δ ΑΕ  

 και 

   d B, δ ΒΕ .  

 Δηλαδή 

   ΑΑ ΑΕ   

 και 

     ΒΒ ΒΕ  . 

 Επομένως 

         ΑΑ ΒΒ ΑΕ ΒΕ .     

 Και επειδή η εστία Ε ανήκει στο τμήμα ΑΒ συμπεραίνουμε ότι  

     ΑΕ ΒΕ ΑΒ   

 και τελικά   

     ΑΑ ΒΒ ΑΒ .    
 

ii) Παρατηρούμε ότι το τμήμα ΚΚ  είναι η διά-

μεσος του τραπεζίου ΑΑ Β Β  .  Άρα, ισχύει η 

σχέση 

     
   ΑΑ ΒΒ

ΚΚ .
2

 
   

 Όμως στο ερώτημα i) αποδείξαμε ότι 

     ΑΑ ΒΒ ΑΒ   . 

 Άρα 

 
 

 
ΑΒ 1

ΚΚ ΑΒ .
2 2

    

 

iii) Aποδείξαμε ότι 

   
1

ΚΚ ΑΒ .
2

   

 Δηλαδή, ότι η απόσταση του κέντρου του κύκλου με διάμετρο ΑΒ από την ευθεία  

 δ  είναι ίση με την ακτίνα του κύκλου. Επομένως, ο κύκλος με διάμετρο ΑΒ 

εφάπτεται στη διευθετούσα  δ  της παραβολής. 

y 

B 

K 

E O 

A 

x 

Α

Β

Κ

 δ

Σημείωση 

Από την Ευκλείδεια γεωμε-

τρία είναι γνωστό ότι η διάμε-

σος δ ενός τραπεζίου είναι ίση 

με το ημιάθροισμα των δύο 

βάσεών του. Δηλαδή 

Β β
δ .

2


  

            β        

δ 

                                         
Β 
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26. Δίνεται η παραβολή  ( )c   με εξίσωση 
=2y 2x.  

 Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της ( )c  όταν: 
 i) είναι παράλληλη προς την ευθεία ( )ε  με εξίσωση  

− + =x 2y 5 0.  
 ii) διέρχεται από το σημείο ( )−Α 4, 1 .  
 
 
Λύση 
 
i) Έστω ( )1 1Μ x , y  το σημείο επαφής της ζητού-

μενης εφαπτομένης ( )ζ .  Η εξίσωση της ευθείας 
( )ζ  είναι 

1 1yy x x .= +  

 Όμως,  
ζ // ε.  

 Δηλαδή, 
ζ ελ λ=  

         
1

1 1
y 2

⇔ =  

                   1y 2⇔ =                                   (1) 

 Επίσης, το σημείο ( )1 1Μ x , y  ανήκει στην πα-
ραβολή ( )c .  Επομένως, 

        2
1 1y 2x=                                (2) 

 Από τις σχέσεις (1) και (2)  συμπεραίνουμε ότι 
( ) ( )1 1x , y 2, 2= . 

 Άρα, η ευθεία ( )ζ  έχει εξίσωση 

2y x 2= +  

x 2y 2 0.⇔ − + =  

 
  

Σχόλιο 
H εφαπτομένη της παρα-
βολής 

2y 2px=  

στο σημείο της ( )1 1Μ x , y  
έχει εξίσωση 

( )1 1yy p x x .= +  

Για να βρούμε λοιπόν την 
εξίσωση της εφαπτομένης 
μιας παραβολής, αρκεί να 
βρούμε τις συντεταγμένες 
του σημείου επαφής. 
 

( )1 1Μ x , y

y 

O x 

( )ζ
( )ε
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ii) Έστω ( )1 1Μ x , y  το σημείο επαφής της ζητούμε-
νης εφαπτομένης ( )η .  Η εξίσωση της ευθείας 
( )η  είναι 

1 1yy x x .= +  

 Η ευθεία αυτή διέρχεται από το σημείο ( )Α 4,1− . 

Επομένως, ισχύει η σχέση 
    1 1y 4 x= − +  (1) 

 Επίσης, το σημείο ( )1 1Μ x , y  ανήκει στην παρα-
βολή ( )c . Άρα, ισχύει η σχέση 

  2
1 1y 2x=  (2) 

 Η σχέση (2)  λόγω της σχέσης  (1)  γράφεται  

                        ( )21 14 x 2x− + = 2
1 1 116 x 8x 2x⇔ + − =  

2
1 1x 10x 16 0⇔ − + =  

1x 2⇔ =    ή   1x 8.=  

 Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι 

( ) ( )1 1x , y 2, 2= −     ή     ( ) ( )1 1x , y 8, 4 .=  

 Άρα, το πρόβλημα έχει δύο λύσεις. Τις ευθείες με εξισώσεις 

( )y 2 x 2 x 2y 2 0⋅ − = + ⇔ + + =  

 και 
y 4 x 8 x 4y 8 0.⋅ = + ⇔ − + =  

 
 
 
27. Δίνεται η παραβολή ( )c  η οποία έχει εστία το σημείο ( )Ε 0, 1   και 

διευθετούσα την ευθεία ( )δ  με εξίσωση  
= −y 1.  

 i) Nα βρείτε την εξίσωση της παραβολής ( )c . 
  ii) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ( )ε  με εξίσωση   

= −y x 1  
   εφάπτεται στην παραβολή ( )c . 
 
  

( )c

( )Α 4,1− ( )1 1Μ x , y
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Λύση 
 

i) Aν p είναι η παράμετρος της παραβο-
λής, τότε έχουμε 

p 1 p 2.
2
= ⇔ =  

 Άρα, η παραβολή ( )c  έχει εξίσωση 
2x 2py=  

 δηλαδή, 
2x 4y.=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ii) Αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχει 

σημείο ( )1 1Μ x , y  της παραβολής 

( )c  στο οποίο η εφαπτομένη ευθεία 

    ( ) 1
1 1 1

xxx 2 y y y x y
2

= + ⇔ = −  

 συμπίπτει με την ευθεία 
  y x 1.= −  

 Δηλαδή, αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχουν  

1 1x , y ∈  τέτοιοι, ώστε 

 1x 1
2
=    και   1y 1.− = −  

 Όμως, κάτι τέτοιο είναι φανερό ότι ισχύει για 

 1x 2=     και    1y 1.=  

 Επομένως, η ευθεία ( )ε  εφάπτεται στην πα-

ραβολή ( )c  στο σημείο  ( )Μ 2,1 .  

Σημείωση 

Η εστία είναι της μορφής pΕ 0,
2

 
 
 

 και 

η διευθετούσα pδ : y .
2

= −  Άρα, η εξί-

σωση της παραβολής είναι 2x 2py= . 
 

Σχόλιο 

Για να αποδείξουμε ότι μια ευ-
θεία ( )ε  εφάπτεται στην παρα-

βολή ( )c  αρκεί να αποδείξουμε 

ότι υπάρχει ( )1 1Μ x , y  της πα-

ραβολής στο οποίο η εφαπτομέ-
νη ευθεία συμπίπτει με την ( )ε .  

 

    O x 

y 

( )Ε 0,1

δ : y 1= −

( )1 1Μ x , y
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Προτεινόμενες Ασκήσεις 
 
 
 

48. Να βρείτε την εξίσωση της παραβολής η οποία έχει κορυφή την αρχή των αξό-
νων και άξονα συμμετρίας τον άξονα  x x′  σε καθεμιά από τις παρακάτω περι-
πτώσεις: 

 i) Όταν έχει εστία το σημείο ( )Ε 3, 0 .−       

 ii) Όταν έχει διευθετούσα την ευθεία ( )δ  με εξίσωση x 1.= −  

 iii) Όταν διέρχεται από το σημείο ( )Α 2, 4 .−  
 

49. Να βρείτε την εστία και τη διευθετούσα της παραβολής με εξίσωση: 
 i) 2y 16x=       ii) 2y 6x= −  

 iii) 2x 20y=       iv) 21y x .
2

= −  

 

50. Δίνεται η παραβολή ( )c   με εξίσωση 
2y 2px=  

 και η ευθεία ( )ε  με εξίσωση 

x 2p= . 
  i) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ( )ε  τέμνει την παραβολή ( )c  σε δύο σημεία Α 

και Β. 
 ii) Να βρείτε τις τιμές της παραμέτρου p έτσι, ώστε το εμβαδό του τριγώνου 

ΟΑΒ, όπου Ο η αρχή των αξόνων, να είναι ίσο με 4 τ.μ. 

 
51. Δίνεται η παραβολή ( )c   με εξίσωση  

2y 20x=  

 και τα σημεία της ( )Α 5,10   και  1Β , 2 .
5

 − 
 

 

 i) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων ( )1ε   και  ( )2ε  της παραβολής 
( )c  στα σημεία Α και Β αντίστοιχα. 

 ii) Να βρείτε τα σημεία τομής Α′   και   Β′  των ευθειών ( )1ε   και  ( )2ε  με τον 
άξονα y y.′  

 iii) Aν Μ είναι το μέσο του τμήματος  Α Β′ ′  και Ε  είναι η εστία της παραβολής 
( )c ,  να αποδείξετε ότι  ΜΕ ΑΒ.⊥  
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52. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εξίσωση  
2y 2px=  

 η οποία διέρχεται  από το σημείο ( )Α 1, 4 .  
 i) Nα βρείτε: 
  α) την εστία Ε και τη διευθετούσα ( )δ  της παραβολής ( )c  
  β) την εξίσωση της εφαπτομένης ( )ε  της παραβολής ( )c  στο σημείο Α 
  γ) το σημείο τομής Μ των ευθειών ( )δ  και ( )ε  
 δ) την εξίσωση της ευθείας ( )η  η οποία διέρχεται από το σημείο Μ και 

είναι κάθετη στην ευθεία ( )ε . 
 ii) Nα αποδείξετε ότι: 
  α) η ευθεία ( )η  εφάπτεται στην παραβολή ( )c  σε κάποιο σημείο Β 
  β) η ευθεία ΑΒ διέρχεται από την εστία Ε της παραβολής ( )c . 
 
53. Δίνεται  η παραβολή ( )c   με εξίσωση 

2y 8x=  
 το σημείο της ( )1 1Α x , y  με  1y 0≠  και το σημείο  ( )1Β x , 0 .−  

 i) Να αποδείξετε ότι  1x 0.>  
 ii) Nα αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΒ εφάπτεται στην παραβολή ( )c .  

 iii) Nα βρείτε το 1x  έτσι, ώστε η απόσταση του σημείου ( )Ο 0, 0  από την ευ-

θεία ΑΒ να είναι ίση με 2 . 
 
 
54. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των κέντρων των κύκλων, οι οποίοι διέρχονται 

από το σημείο ( )Α 1, 0−  και εφάπτονται στην ευθεία ( )ε  με εξίσωση   

x 1.=  

 
55. Δίνεται η οικογένεια των ευθειών ( )αε  με εξίσωση 

2x αy α 0, α+ + = ∈ . 
 i) Να αποδείξετε ότι από κάθε σημείο του επιπέδου διέρχονται το πολύ δύο 

από τις ευθείες ( )αε .  
 ii) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων ( )0 0Μ x , y  από τα οποία 

διέρχεται ακριβώς μία από τις ευθείες ( )αε . 
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56. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εξίσωση   
2y x=  

 και το σημείο της  ( )2Μ α , α  με  α *.∈   Αν Α είναι η προβολή του σημείου Μ 

στον άξονα y y,′  τότε: 
 i) να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )αε  που διέρχεται από το σημείο Α και 

είναι κάθετη στην ευθεία ΟΜ, όπου Ο η αρχή των αξόνων 
 ii) να αποδείξετε ότι η ευθεία ( )αε  διέρχεται από το ίδιο σημείο για κάθε 

α *.∈  
 

57. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εξίσωση  
2y 6x=  

 και δύο σημεία της ( )1 1Α x , y   και  ( )2 2Β x , y .  

 i) Nα αποδείξετε ότι 

( )2 2
2 1 2 1y y 6 x x .− = −  

 ii) Αν η ευθεία ΑΒ έχει συντελεστή διεύθυνσης λ 3,= να αποδείξετε ότι: 

  α) 1 2y y 2+ =  

 β) το μέσο Μ του τμήματος ΑΒ ανήκει σε μία σταθερή ευθεία η οποία 
είναι παράλληλη προς τον άξονα x x′ . 

 

58. Δίνεται  η παραβολή  ( )c   με εξίσωση 
2y x=  

 και το σημείο της Α  με τετμημένη  
1x .
2

=  

 i) Να βρείτε την εστία Ε και τη διευθετούσα ( )δ  της παραβολής. 

 ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )ε  της παραβολής στο σημείο Α. 

 iii) Aν Β  είναι το σημείο τομής των ευθειών ( )ε  και  ( )δ , να αποδείξετε ότι 

( ) ( )ΕΑ ΕΒ .=  
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59. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εξίσωση 
2x 4y=  

 και το σημείο της ( )Α 2,1 .  
 i) Nα βρείτε:  
  α) την εξίσωση της εφαπτομένης ( )ε  της παραβολής ( )c  στο σημείο Α 

 β) την εξίσωση της ευθείας ( )η  που διέρχεται από το σημείο Α και είναι 
κάθετη στην ευθεία ( )ε  

 γ) το σημείο τομής Β της ευθείας ( )η  με τον άξονα y y′ . 

 ii) Η ευθεία που διέρχεται από το μέσο Μ του ΑΒ και είναι παράλληλη στον άξο-
να  x x′  τέμνει την παραβολή ( )c  σε δύο σημεία Ζ και Η. Να αποδείξετε ότι  

( ) ( )ΖΗ 2 ΑΒ .=  
   

60. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εξίσωση 

21y x .
12

=  

 i) Nα βρείτε την εστία Ε και τη διευθετούσα ( )δ  της παραβολής ( )c .  

 ii) Αν Η είναι το σημείο τομής της ( )δ  με την ευθεία  x 6,=  να βρείτε την εξί-
σωση της μεσοκάθετης ευθείας ( )ε  του τμήματος ΕΗ. 

 iii) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ( )ε  εφάπτεται στην παραβολή ( )c . Ποιο είναι το 
σημείο επαφής; 

 
61. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εξίσωση  

2x 16y=  
 και δύο σημεία της ( )Α 2, α−   και  ( )Β 4, β .  
 i) Nα βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς α και β. 
 ii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  η οποία διέρχεται από το μέσο Μ του 

ΑΒ και είναι παράλληλη προς τον άξονα συμμετρίας της παραβολής ( )c .  
 iii) Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες του σημείου τομής Γ της ευθείας ( )ε  με 

την παραβολή ( )c . 
 iv) Nα αποδείξετε ότι η εφαπτομένη ( )η  της παραβολής ( )c  στο σημείο Γ είναι 

παράλληλη προς την ευθεία  ΑΒ. 
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62. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εξίσωση 
2y 2px=  

 και το σημείο της ( )Α 5,10 .−  
 i) Nα υπολογίσετε την τιμή της παραμέτρου p.  
 ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )ε  της παραβολής ( )c  στο σημείο 

Α. 
 iii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )η  η οποία διέρχεται από το σημείο Α 

και είναι κάθετη στην ευθεία ( )ε . 
 iv) Nα αποδείξετε ότι οι ευθείες ( )ε  και ( )η  τέμνουν τον άξονα συμμετρίας της 

παραβολής ( )c  σε δύο σημεία Β και Γ αντίστοιχα τέτοια, ώστε η εστία Ε της 
παραβολής ( )c  να είναι το μέσο του ΒΓ. 

 
63. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εξίσωση 

2y 2px=  
 και η ευθεία ( )ε  με εξίσωση 

4x 3y 4 0+ − =  
 η οποία διέρχεται από την εστία Ε της παραβολής. Να  αποδείξετε ότι: 

 i) p 2=  
 ii) η ευθεία ( )ε  τέμνει την παραβολή ( )c  σε δύο σημεία Α και Β 
 iii) οι εφαπτόμενες της παραβολής ( )c  στα σημεία Α και Β τέμνονται κάθετα 

και πάνω στη διευθετούσα της. 

 
64. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εξίσωση 

2y 2px, p 0.= >  

 i) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  η οποία διέρχεται από την εστία της 
παραβολής ( )c  και είναι κάθετη στον άξονα συμμετρίας της. 

 ii) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ( )ε  τέμνει την παραβολή ( )c , σε δύο σημεία Α 

και Β. 
 iii) Aν ισχύει η σχέση ( )ΑΒ 14=  να βρείτε την παράμετρο p της παραβολής.  
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65. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εστία το σημείο 1Ε , 0
2

 
 
 

 και διευθετούσα την    

ευθεία  
1δ : x .
2

= −
  

Επίσης, δίνονται δύο σημεία  

( )1 1Α x , y   και   ( )2 2Β x , y  με 1 2y 0 y< <  

 τα οποία ανήκουν στην παραβολή ( )c .  

 i) Nα βρείτε την εξίσωση της παραβολής ( )c .  

 ii) Nα αποδείξετε ότι:  

  α) 
2
1

1
yx
2

=      και    
2
2

2
yx
2

=  

  β) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1det EA, EB y y 1 y y .
2

= − ⋅ +
 

 

 iii)  Αν η ευθεία ΑΒ διέρχεται από την εστία Ε, να αποδείξετε ότι 

1 2y y 1= −     και      1 2
1x x .
4

=  

  
66. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εξίσωση 

2y 4x=  

 και τα σημεία  

( )2Α κ , 2κ    και    
2

1 2Β ,
κκ

 
 
 

     με     κ 1, 0,1.≠ −  

 i) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α και Β είναι δύο διαφορετικά σημεία τα οποία 

ανήκουν στην παραβολή ( )c . 

 ii) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων ( )1ε   και  ( )2ε  της παραβολής  

( )c  στα σημεία Α και Β αντίστοιχα. 

 iii) Να βρείτε το σημείο τομής Γ  των ευθειών ( )1ε   και  ( )2ε . 

 iv) Aν Ε είναι η εστία της παραβολής ( )c , να αποδείξετε ότι η ευθεία ΓΕ είναι 

κάθετη στον άξονα συμμετρίας της  παραβολής  ( )c . 
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67. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εξίσωση 

2y 4x=  

 η οποία έχει εστία το σημείο Ε, διευθετούσα την ευθεία ( )δ  και διέρχεται από 

το σημείο ( )Α α, 4 .−  

 i) Να βρείτε την τιμή του α. 
 ii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΕΑ. 
 iii) Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες του σημείου Β στο οποίο η ευθεία ΕΑ 

τέμνει την παραβολή ( )c . 

 iv) Aν Α′  και  Β′  είναι οι προβολές των σημείων Α και Β αντίστοιχα πάνω 
στην διευθετούσα ( )δ , να αποδείξετε ότι ο κύκλος με διάμετρο Α Β′ ′  διέρ-

χεται από την εστία Ε.  
 

68. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εξίσωση  
2x 2py=  

 και η ευθεία ( )ε  με εξίσωση  
y λx κ= +  

 η οποία τέμνει την παραβολή ( )c  στα σημεία ( )1 1Α x , y  και ( )2 2Β x , y  και τον 
άξονα x x′  στο σημείο ( )3Γ x ,0  με  1 2x x 0+ ≠     και     3x 0.≠  

 Να αποδείξετε ότι: 

 i) λ 0≠     ii) 1 2

1 2

x x κ
x x λ

= −
+

   iii) 
3 1 2

1 1 1 .
x x x

= +  

 
 

69. Δίνονται οι παραβολές ( )1c   και   ( )2c  με εξισώσεις 
2x 8y=   και   2x 4y=  

 αντίστοιχα και το σημείο ( )Α 4, α  της παραβολής  ( )1c . 

  i) Nα αποδείξετε ότι  α 2.=  
 ii) Nα βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΟΑ, όπου Ο η αρχή των αξόνων. 

 iii) Nα αποδείξετε ότι η παραβολή ( )2c  διέρχεται από το μέσο Μ του ΟΑ. 

 iv) Nα αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες των παραβολών ( )1c  και  ( )2c  στα ση-

μεία τους Α και Μ αντίστοιχα είναι μεταξύ τους παράλληλες. 
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70. Η εφαπτομένη ( )ε  της παραβολής  
2c : y 2px=  

 σε κάποιο σημείο της ( )1 1Μ x , y  έχει συντελεστή διεύθυνσης λ 1=  και τέμνει 
τον άξονα x x′  στο σημείο ( )Α 1, 0 .−  

 i) Nα βρείτε την παράμετρο  p  και τις συντεταγμένες του σημείου Μ. 
 ii) Αν η ευθεία ( )η  που διέρχεται από το σημείο Μ  και είναι κάθετη στην ( )ε  

τέμνει τον άξονα x x′   στο σημείο Β, να αποδείξετε ότι: 
   α) η εστία Ε της παραβολής ( )c  είναι το μέσο του ΑΒ 

   β) ο κύκλος με διάμετρο ΕΜ εφάπτεται στον άξονα y y.′  

 
71. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εξίσωση 

2y 2px=  

 και ένα σημείο της  ( )1 1Μ x , y , διαφορετικό από την κορυφή της.  

 Να αποδείξετε ότι: 

 i) 
2
1

1
yx
2p

=   

 ii) η εφαπτομένη ( )ε  της παραβολής ( )c  στο σημείο Μ έχει συντελεστή διεύ-

θυνσης 
1

pλ
y

=  

 iii)  η ευθεία ΟΜ τέμνει τη διευθετούσα ( )δ  της παραβολής ( )c  στο σημείο  

2

1

p pΑ ,
2 y

 
− −  
 

 

 iv)  αν Ε είναι η εστία της παραβολής ( )c , τότε  ( )ΕΑ // ε .  
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H Έλλειψη 
 
Ορισμός (έλλειψης) 
 
 

Έστω  Ε′  και  Ε  δύο σημεία του επιπέδου και ένας αριθμός α τέτοιος, ώστε  
( )2α Ε Ε .′>  

Ονομάζεται έλλειψη με εστίες τα σημεία Ε′  και Ε και σταθερό άθροισμα 2α, ο γεω-
μετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου των οποίων το άθροισμα των αποστάσεων 
από τα Ε′ και Ε είναι σταθερό και ίσο με 2α. Δηλαδή, ο γεωμετρικός τόπος των ση-
μείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει 

( ) ( )ΜΕ ΜΕ 2α.′ + =  
 

• Η απόσταση ( )Ε Ε′  ονομάζεται εστιακή από-
σταση και συμβολίζεται με 2γ. 

• Ισχύει 
( ) ( ) ( )Ε Ε ΜΕ ΜΕ′ ′< +  

 δηλαδή 
2γ 2α<  

 και συνεπώς 
γ α.<  

• Το μέσο Κ του τμήματος Ε Ε′  ονομάζεται κέντρο της έλλειψης. 

 
Πaράδειγμα 
 

Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης η οποία έχει εστίες τα σημεία ( )Ε 1, 0′ −   και  

( )Ε 1,0  και σταθερό άθροισμα 2α 4.=  
 
Λύση 
Έχουμε ( )Μ x, y  τυχαίο σημείο της έλλειψης. Σύμφωνα με τον ορισμό έχουμε 

               ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2ME ME 2α x 1 y x 1 y 4′ + = ⇔ + + + − + =   

 ( ) ( )2 22 2x 1 y 4 x 1 y⇔ + + = − − +  

 ( ) ( )( )2
2 22 2x 1 y 4 x 1 y⇔ + + = − − +  

 ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2x 1 y 16 x 1 y 8 x 1 y⇔ + + = + − + − − +  

•

•
•

•

Μ

Ε

Ε′

Κ
2γ
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 ( )2 22x 16 2x 8 x 1 y⇔ = − − − +  

 ( )2 28 x 1 y 16 4x⇔ − + = −  

 ( )2 22 x 1 y 4 x⇔ − + = −  

 ( ) ( )2 224 x 1 y 4 x ⇔ − + = −   

 
2 2

2 2 x y3x 4y 12 1.
4 3

⇔ + = ⇔ + =  

Άρα, η ζητούμενη εξίσωση της έλλειψης είναι 
2 2x y 1.

4 3
+ =  

 
 

Έλλειψη με Κέντρο Ο(0,0) και 
 

Εστίες στον Άξονα x΄x Εστίες στον Άξονα y΄y 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Eξίσωση Έλλειψης 
 
Η εξίσωση της έλλειψης ( )c  με εστίες 
τα σημεία ( )E γ,0′ − , ( )Ε γ,0  και στα-
θερό άθροισμα 2α είναι 

2 2

2 2
x y 1
α β

+ = . 

Η εξίσωση της έλλειψης ( )c  με εστίες 
τα σημεία  ( ) ( )E 0, γ , Ε 0, γ′ −  και στα-
θερό άθροισμα 2α είναι 

2 2

2 2
x y 1
β α

+ = . 

 

όπου  2 2 2 2 2β α γ β α γ= − ⇔ = − . 
 

•

•

•• •

•

•

•

•

•

• •

•

•

( )ε

( )1 1Μ x , y

y

x O

( )ε

y

xO

( )Β 0,β

( )Α α, 0( )A α, 0′ −

( )Β 0, β′ −

( )Ε γ, 0′ − ( )Ε γ, 0•

( )1 1Μ x , y

( )Β β, 0

( )Α 0, α

( )A 0, α′ −

( )Β β, 0′ −

( )Ε 0, γ′ −

( )Ε 0, γ

•



Κωνικές Τομές  305 
 

Παράδειγμα 
 

Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης με εστίες τα σημεία ( ) ( )Ε 3,0 , Ε 3,0′ −  και στα-
θερό άθροισμα 2α 10.=  
 
Λύση 
 

Έχουμε γ 3=  και 2α 10,=  οπότε α 5.=  Επομένως, 2 2 2 2β α γ 5 3 4.= − = − =   
Άρα, η ζητούμενη εξίσωση είναι 

2 2

2 2

x y 1.
5 4

+ =  

 
Παράδειγμα 
 

Να βρείτε τις εστίες της έλλειψης 
2 2x yc : 1.

9 5
+ =  

 
Λύση 
Έχουμε 2 2α 9 και β 5.= =  Οπότε  

2 2γ α β 9 5 2.= − = − =   Άρα, οι ζητούμενες 
εστίες είναι τα σημεία  ( ) ( )Ε 2,0 και Ε 2, 0 .′ −  

 
Παράδειγμα 
 

Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης με εστίες τα σημεία  και στα-
θερό άθροισμα  
 
Λύση 
 

Έχουμε  και  οπότε  Επομένως,   
Άρα, η ζητούμενη εξίσωση είναι 

 
 

Παράδειγμα 
 

Να βρείτε τις εστίες της έλλειψης 

 

 
Λύση 
Έχουμε  Οπότε  Άρα, οι ζητούμενες 
εστίες είναι τα σημεία . 

( ) ( )E 0, 3 , Ε 0,3′ −
2α 10.=

γ 3= 2α 10,= α 5.= 2 2 2 2β α γ 5 3 4.= − = − =

2 2

2 2
x y 1.
4 5

+ =

2 2x yc : 1.
4 13
+ =

2 2α 13 και β 4.= = 2 2γ α β 13 4 3.= − = − =

( ) ( )E 0, 3 και Ε 0,3′ −
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• Ο αριθμός α είναι ο μεγαλύτερος από τους τρεις θετικούς αριθμούς α, β, γ. 
• Οι αριθμοί β και γ δεν συγκρίνονται μεταξύ τους. 
 
 

Eφαπτομένη Έλλειψης 
 

Η εφαπτομένη της έλλειψης ( )c   στο σημείο της ( )1 1Μ x , y  έχει εξίσωση 

1 1
2 2

xx yy
1

α β
+ =  1 1

2 2
xx yy

1
β α

+ =  

 
 
Παράδειγμα 
 

Η εφαπτομένη της έλλειψης 
2 2x yc : 1

12 4
+ =  στο σημείο της ( )Μ 3,1  έχει εξίσωση 

x 3 y 1 1
12 4
⋅ ⋅

+ =  

η οποία γράφεται ισοδύναμα 
y x 4.= − +  

 

 
 

Σημεία Τομής Έλλειψης με τους Άξονες 
 

 
Από την εξίσωση της έλλειψης ( )c  για 
y 0=  βρίσκουμε x α,= ±  ενώ για 
x 0=  βρίσκουμε y β.= ±  

Άρα, η έλλειψη ( )c  τέμνει τον άξονα 
x x′  στα σημεία ( )A α,0′ −  και ( )Α α,0  
ενώ τέμνει τον άξονα y y′  στα σημεία 

( )B 0, β′ −  και ( )Β 0, β .  

Από την εξίσωση της έλλειψης ( )c  για 
y 0=  βρίσκουμε x β,= ±  ενώ για 
x 0=  βρίσκουμε y α.= ±  

Άρα, η έλλειψη ( )c  τέμνει τον άξονα 
x x′  στα σημεία ( )Β β,0′ −  και ( )Β β,0  
ενώ τέμνει τον άξονα y y′  στα σημεία 

( )Α 0, α′ −  και ( )Α 0, α .  
 
 

• Τα σημεία Α , Α, Β , Β′ ′  λέγονται κορυφές της έλλειψης. 

• Τα ευθύγραμμα τμήματα Α Α′  και Β Β′  που έχουν μήκη ( )Α Α 2α′ =  και 

( )Β Β 2β′ =  λέγονται μεγάλος άξονας και μικρός άξονας της έλλειψης αντίστοι-
χα. 
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• Οι εστίες Ε , Ε′  της έλλειψης βρίσκονται πάντα πάνω στον μεγάλο άξονα. 

• Κάθε έλλειψη ( )c  περικλείεται στον ορθογώνιο που ορίζουν οι εφαπτόμενες της 
έλλειψης στις κορυφές της. 

 
 

Συμμετρίες Έλλειψης 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Για κάθε σημείο ( )1 1 1M x , y  της έλλειψης ( )c  τα σημεία ( )2 1 1M x , y ,−  ( )3 1 1M x , y−  
και ( )4 1 1M x , y− −  ανήκουν επίσης στη ( )c , αφού οι συντεταγμένες τους επαληθεύουν 
την εξίσωσή τους. Άρα, οι άξονες x x′  και y y′  είναι άξονες συμμετρίας της έλλειψης, 
ενώ η αρχή των αξόνων ( )O 0,0  είναι κέντρο συμμετρίας της. Γι’ αυτόν τον λόγο το 
σημείο ( )O 0,0  λέγεται κέντρο της έλλειψης ( )c .  
 
 

Διάμετρος Έλλειψης 
 
Κάθε ευθύγραμμο τμήμα με άκρα δύο σημεία Μ και M′  της έλλειψης ( )c  τα οποία 

είναι συμμετρικά ως προς το κέντρο της Ο λέγεται διάμετρος της έλλειψης. 

• Ο μεγάλος άξονας είναι η μεγαλύτερη διάμετρος και ο μικρός άξονας η μικρότε-

ρη. Δηλαδή, για κάθε διάμετρο MM′  ισχύει 
 

( )2β ΜΜ 2α.′≤ ≤  
 
 
 

•

y

x O

y

xO

( )4 1 1Μ x , y− − ( )2 1 1M x , y−

•

• •

••

••

•( )3 1 1Μ x , y− ( )1 1 1M x , y

( )4 1 1Μ x , y− − ( )2 1 1M x , y−

( )3 1 1Μ x , y− ( )1 1 1M x , y•



308                        Μαθηματικά Β΄ Λυκείου  

 
 
 
 

Εκκεντρότητα Έλλειψης 
 

Ορισμός 
 

Ονομάζεται εκκεντρότητα της έλλειψης ( )c  και συμβολίζεται με ε ο λόγος 
γε
α

= . 
 

Παράδειγμα 
 

Να βρείτε την εκκεντρότητα της έλλειψης 
2 2

2 2

x yc : 1.
5 4

+ =  

 
Λύση 
Έχουμε α 5 και β 4.= =  Οπότε 2 25 4 3.= − =  Άρα, η ζητούμενη εκκε-

ντρότητα είναι γ 3ε .
α 5

= =  

 

• Ισχύει 0 ε 1.< <  

• Έχουμε 
2 2α βγε .

α α
−

= =  Οπότε 
22 2

2
2

α β βε 1 .
α α
−  = = −  

 
 Επομένως,  

2β 1 ε .
α
= −  

 

• Όσο μεγαλώνει η εκκεντρότητα, δηλαδή όσο 

πλησιάζει στο 1, τόσο μικραίνει ο λόγος β
α

, 

πλησιάζοντας στο 0. Δηλαδή, ο αριθμός β 
πλησιάζει στο 0 και η έλλειψη τείνει να εκφυ-
λιστεί σε ευθύγραμμο τμήμα. 

 

• Όσο μικραίνει η εκκεντρότητα, δηλαδή όσο 

πλησιάζει στο 0, τόσο μεγαλώνει ο λόγος β ,
α

 

πλησιάζοντας στο 1. Δηλαδή ο αριθμός β πλη-
σιάζει στον αριθμό α και η έλλειψη τείνει να 
εκφυλιστεί σε κύκλο. 

2 2γ α β= −

ε 1→

ε 0→
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• Δύο ελλείψεις λέγονται όμοιες, αν και μόνο αν 
έχουν την ίδια εκκεντρότητα. Αν δύο ελλείψεις 
είναι όμοιες, τότε η μία είναι ομοιόμορφη με-
γέθυνση ή σμίκρυνση της άλλης. 

 
 
 
 
Παράδειγμα 

■    Στην έλλειψη 
2 2

1

x yc : 1
16 12

+ =  έχουμε 2 2α 16 και β 12= =  και συνεπώς 

2 2α 4, β 2 3 και γ α β 16 12 2= = = − = − =  

      Επομένως η εκκεντρότητά της είναι 1

γ 2 1ε
α 4 2

= = = . 

■    Στην έλλειψη 
2 2

2

x yc : 1
27 36

+ =  έχουμε 2 2α 36 και β 27= =  και συνεπώς 

2 2α 6, β 3 3 και γ α β 36 27 3= = = − = − =  

      Επομένως η εκκεντρότητά της είναι 2

γ 3 1ε
α 6 2

= = = .   

Παρατηρούμε ότι 

                                           1 2

1ε ε
2

= =   

οπότε, οι παραπάνω ελλείψεις είναι όμοιες. 
 

 
 

Ανακλαστική Ιδιότητα της Έλλειψης 
 
 
Η κάθετη στην εφαπτομένη μιας έλλειψης 

σε κάθε σημείο επαφής Μ διχοτομεί τη 

γωνία Ε ΜΕ,′  όπου  οι εστίες της 

έλλειψης. 

 
 
  

Ε , Ε′

• •

•

θ

Ε′ Ε

Μ

θ

•
O x

y
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Λυμένες Ασκήσεις 
 
28. Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης σε καθεμιά από τις παρακάτω 

περιπτώσεις: 
 i) Όταν έχει εστίες τα σημεία ( )′ −Ε 5, 0  και ( )Ε 5, 0  και μεγάλο          

άξονα 26. 
 ii) Όταν έχει εστίες τα σημεία ( )′ −Ε 0, 4  και ( )Ε 0, 4  και εκκεντρό-

τητα 
4 .
5

 

 
Λύση 
 
i) Έχουμε 

γ 5=        και      2α 26.=  
 Δηλαδή,  

γ 5=        και      α 13.= _  
 Επομένως, 

2 2 2 2β α γ 13 5 12.= − = − =  
 Άρα, η ζητούμενη εξίσωση είναι 

2 2

2 2
x y 1.

13 12
+ =  

 
 

ii) Έχουμε 

γ 4=        και      
4ε .
5

=  

 Δηλαδή,  

  γ 4=        και      
γ 4
α 5
= _  

 ή ισοδύναμα 
γ 4=        και      α 5.= _  

 Επομένως, 
2 2 2 2β α γ 5 4 3.= − = − =  

 Άρα, η ζητούμενη εξίσωση είναι 
2 2

2 2
x y 1.
3 5

+ =  

Σημειώσεις 
• Η εξίσωση της έλλειψης με εστίες 

τα σημεία ( ) ( )Ε γ, 0 , Ε γ, 0′ −  
και σταθερό άθροισμα 2α είναι  

 

2 2

2 2
x y 1
α β

+ = , όπου 2 2β α γ= − . 

• Η εξίσωση της έλλειψης με εστίες 
τα σημεία ( ) ( )Ε 0, γ , Ε 0, γ′ −  και 
σταθερό άθροισμα 2α είναι  

 

2 2

2 2
x y 1
β α

+ = , όπου 2 2β α γ= − . 

• Η εκκεντρότητα της έλλειψης με 
εστιακή απόσταση 2γ και σταθερό 
άθροισμα 2α, είναι 

γε 1.
α

= <  

 
 

Α 
x 

y 

B 

 B΄ 

 Α΄ Ο 

( )Μ x, y

( )Ε γ,0′ − ( )Ε γ,0
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 29. Δίνεται η έλλειψη  ( )c   με εξίσωση 

+ =2 24x 9y 36.  
 Να βρείτε: 
 i) τις κορυφές της  έλλειψης ( )c    

 ii) τα μήκη των αξόνων της έλλειψης ( )c  

 iii) τις εστίες της  έλλειψης ( )c     

 iv) την εκκεντρότητα της  έλλειψης  ( )c . 
 
Λύση 
 
i) Η εξίσωση 

` 2 24x 9y 36+ =  
 ισοδύναμα γράφεται 

2 2x y 1.
9 4
+ =  

 Παρατηρούμε ότι 9 4>   και συνεπώς  
2α 9=    και     2β 4.=  

 Δηλαδή, 
α 3=    και     β 2.=  

 Άρα, οι κορυφές της έλλειψης  είναι τα σημεία 
( ) ( ) ( )Α 3, 0 , Α 3, 0 , Β 0, 2′ ′− −    και    ( )Β 0, 2 .  

 
ii) H έλλειψη ( )c   έχει μεγάλο άξονα το τμήμα  A A′   με μήκος  ( )A A 2α 6′ = =   

και μικρό άξονα το τμήμα  Β Β′   με μήκος  ( )Β Β 2β 4.′ = =  
 
iii) Aπό τη σχέση 2 2 2β α γ= −  έχουμε  

2 2 2 2 2γ α β 3 2 5.= − = − =  
 Δηλαδή, γ 5= .   Άρα, οι εστίες της έλλειψης  ( )c   είναι τα σημεία  

( )Ε 5, 0′ −    και ( )Ε 5, 0 . 
 

iv) Η έλλειψη ( )c  έχει εκκεντρότητα 

γ 5ε .
α 3

= =  

x 

y 

Ο ( )Ε γ,0′ − ( )Ε γ,0

( )Α α,0′ −

( )Β 0, β′ −

( )Β 0, β

( )Α α,0

Μ 
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30. Μια έλλειψη  ( )c   έχει εστίες τα σημεία  ( )′Ε 1, 2   και ( )Ε 3, 4 . 

 i) Να βρείτε το κέντρο της έλλειψης ( )c .    

 ii) Αν το σημείο  ( )Α 7, 8  είναι μια κορυφή της έλλειψης  ( )c , να 
βρείτε: 

  α) τη δεύτερη κορυφή ′Α  της έλλειψης ( )c  

  β) την εκκεντρότητα της έλλειψης ( )c . 
 

 

Λύση 
 
i) To κέντρο της έλλειψης ( )c  είναι το μέσο του 

ευθυγράμμου τμήματος  Ε Ε.′   Δηλαδή, είναι 

το σημείο 
1 3 2 4Κ ,

2 2
+ + 

 
 

  ή   ( )Κ 2, 3 .  

 
ii) α) Έστω ( )1 1Α x , y′ . Το κέντρο Κ της έλ-

λειψης  είναι μέσο και του τμήματος 
Α Α.′   Επομένως, ισχύουν οι σχέσεις 

         1x 7 2
2
+

=     και    1y 8 3.
2
+

=  

  Οπότε, βρίσκουμε 
         1x 3= −     και    1y 2= − . 

  Δηλαδή,           ( )Α 3, 2 .′ − −  
 

 

 

 β) Η εστιακή απόσταση είναι 

( ) ( ) ( )222γ Ε Ε 3 1 4 2 8 2 2.′= = − + − = =  

  Άρα, γ 2.=   Το μήκος του μεγάλου άξονα είναι 

( ) ( ) ( )222α Α Α 7 3 8 2 200 10 2.′= = + + + = =  

  Άρα, α 5 2.=   Επομένως, η εκκεντρότητα της έλλειψης  ( )c  είναι 

γ 2 1ε .
α 55 2

= = =  

Παρατηρήσεις 
 Οι εστίες Ε′  και Ε  μιας 

έλλειψης ανήκουν στον 
μεγάλο της άξονα Α Α.′   

 Το κέντρο Κ της έλλειψης 
είναι το κοινό μέσο των 
ευθυγράμμων τμημάτων 
Α Α, Β Β′ ′  και  Ε Ε.′  

Α 

 B 

 B΄ 

 Α΄ 

Ε 

Κ 

 Ε΄ 
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31. Δίνεται η έλλειψη ( )c  με εξίσωση 

+ =
2 2x y 1

7 5
 

 και δύο σημεία της  ( )1 1Γ x , y    και  ( )2 2Δ x , y   με  ≠1 2x x .  

 i) Nα αποδείξετε ότι 
( )( ) ( )( )− + − +

+ =2 1 2 1 2 1 2 1x x x x y y y y
0.

7 5
 

 ii) Αν το σημείο ( )Μ 1, 1  είναι το μέσο του ΓΔ, να βρείτε την εξίσω-
ση της ευθείας ΓΔ.  

 
 

Λύση 
i) Tα σημεία Γ και Δ ανήκουν στην έλλειψη ( )c . Επομένως, οι συντεταγμένες τους 

επαληθεύουν την εξίσωση της  ( )c .  Δηλαδή, ισχύουν οι σχέσεις 

  
2 2
1 1x y 1
7 5
+ =  (1) 

 και 

  
2 2
2 2x y 1

7 5
+ =  (2) 

 Από τις σχέσεις (1) και (2) αφαιρώντας κατά μέλη έχουμε 
2 2 2 2
2 1 2 1x x y y 0

7 5
− −

+ =  

 και τελικά 
( )( ) ( )( )2 1 2 1 2 1 2 1x x x x y y y y

0
7 5

− + − +
+ = . 

 
ii) Το σημείο ( )Μ 1,1  είναι το μέσο του 

τμήματος ΓΔ.  Άρα, ισχύουν οι σχέ-
σεις 

      1 2x x 1
2
+

=  και  1 2y y 1
2
+

=  

 ή ισοδύναμα 
       1 2x x 2+ =   και  1 2y y 2.+ =  

 

( )Μ 1,1

y 
Δ 

Γ 

x O 
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 Αντικαθιστώντας λοιπόν, στη σχέση που 

αποδείξαμε στο ερώτημα i) παίρνουμε 

       
( ) ( )2 1 2 1x x 2 y y 2

0
7 5
− ⋅ − ⋅

+ =  

 ή ισοδύναμα 

   2 1 2 1y y x x
5 7
− −

= −  

 και τελικά 

2 1

2 1

y y 5 .
x x 7

−
= −

−
 

 Επομένως, η ευθεία ΓΔ έχει συντελεστή διεύθυνσης 
5λ .
7

= −  

 Και επειδή διέρχεται από το σημείο ( )Μ 1,1  έχει εξίσωση 

( )5y 1 x 1
7

− = − −  

 ή ισοδύναμα 

       5 12y x .
7 7

= − +  

 
 
32. Δίνεται η έλλειψη  ( )c   με εξίσωση 

+ =
2 2x y 1.

64 48
 

 i) Να βρείτε τις εστίες  ′Ε   και   Ε  της έλλειψης ( )c .    

 ii) Αν ( )1 1Μ x , y   είναι ένα σημείο της έλλειψης  ( )c , να αποδείξετε 
ότι: 

  α) ( ) ( )′ − =2 2
1ΜΕ ΜΕ 16x  

  β) ( ) ( )′ + =ΜΕ ΜΕ 16  

  γ) ( )′ = + 1
1ΜΕ 8 x
2

   και  ( ) = − 1
1ΜΕ 8 x .
2

 

 

Σχόλιο 
Γνωρίζουμε τις συντεταγμέ-
νες ενός σημείου Μ της ζη-
τούμενης ευθείας. Αρκεί λοι-
πόν να βρούμε το συντελε-
στή διεύθυνσης 

2 1

2 1

y yλ
x x

−
=

−
.  
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Λύση 
 
i) Έχουμε 

2α 64=    και    2β 48.=  
 Επομένως, 

2 2 2γ α β 64 48 16= − = − =  
 και συνεπώς 

γ 4.=  
 Άρα, οι εστίες της έλλειψης ( )c  είναι τα 

σημεία 
( )Ε 4, 0′ −   και   ( )Ε 4, 0 .  

 
ii)  α) Έχουμε 

( ) ( )2 2
1 1ΜΕ x 4 y′ = + +  

  και 

( ) ( )2 2
1 1ΜΕ x 4 y .= − +  

  Επομένως, 

                   ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 22 2
1 1 1 1ΜΕ ΜΕ x 4 y x 4 y   ′ − = + + − − +   

   
  

               ( ) ( )2 22 2
1 1 1 1x 4 y x 4 y= + + − − −  

            
2 2
1 1 1 1 1x 8x 16 x 8x 16 16x .= + + − + − =  

 
 β) Σύμφωνα με τον ορισμό της έλλειψης, 
  ισχύει η σχέση 

( ) ( )ΜΕ ΜΕ 2α.′ + =  

  Όμως, 
2α 64 α 8.= ⇔ =  

  Άρα, 

( ) ( )ΜΕ ΜΕ 16.′ + =  

 
 
 
 
 

Σημείωση 
Για κάθε σημείο Μ της έλλειψης 
ισχύει εξ ορισμού η σχέση 

( ) ( )ΜΕ ΜΕ 2α.′ + =  

( )1 1Μ x , y
y 

Β 

Ε x O 

Β΄ 

Α΄ Α 
Ε΄ 
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 γ) Αποδείξαμε ότι 

( ) ( )2 2
1ΜΕ ΜΕ 16x .′ − =  

  Δηλαδή, 
( ) ( ) ( ) ( ) 1ΜΕ ΜΕ ΜΕ ΜΕ 16x′ ′− ⋅ + =        

  Και επειδή 
 ( ) ( )ΜΕ ΜΕ 16′ + =  (1) 
  συμπεραίνουμε ότι 

( ) ( ) 1ΜΕ ΜΕ 16 16x′ − ⋅ =    
  και τελικά 
 ( ) ( ) 1ΜΕ ΜΕ x′ − =  (2) 

  Από τις σχέσεις  (1)  και  (2)  προκύπτει ότι 

( ) 12 ΜΕ 16 x′ = +        και    ( ) 12 ΜΕ 16 x= −  
  Άρα, 

( ) 1
1ΜΕ 8 x
2

′ = +        και    ( ) 1
1ΜΕ 8 x .
2

= −  

 
 
33. Δίνονται οι ελλείψεις  ( )1c   και  ( )2c  με  αντίστοιχες εξισώσεις 

+ =
2 2x y 1

9 5
     και      + =

+

2 2x y 1
10 10 κ

 

 όπου κ σταθερός θετικός πραγματικός αριθμός. 

 i) Να βρείτε την εκκεντρότητα της έλλειψης ( )1c . 

 ii) Να υπολογίσετε την τιμή του  κ  έτσι, ώστε οι ελλείψεις ( )1c  και  

( )2c  να είναι όμοιες. 
 
 

Λύση 
 
 

i) Έχουμε  
2
1α 9=    και    2

1β 5.=  

 Δηλαδή,  

1α 3=    και    1β 5.=  

 

( )B 0, 5
y 

x O 
( )A 3,0′ − ( )A 3,0

( )B 0, 5′ −
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 Από τη σχέση 2 2 2
1 1 1β α γ= −   βρίσκουμε  

2 2 2
1 1 1γ α β 9 5 4.= − = − =  

 Επομένως,  

1γ 2.=  

 Άρα, η έλλειψη ( )1c  έχει εκκεντρότητα  

1
1

1

γ 2ε .
α 3

= =  

 

ii) Παρατηρούμε ότι 

10 κ 10,+ >     αφού    κ 0> . 

 Έχουμε λοιπόν 

   2
2α 10 κ= +      και      2

2β 10.=  
 Επομένως, 

2 2 2
2 2 2γ α β 10 κ 10 κ.= − = + − =  

 Άρα, 

2 2α 10 κ, γ κ= + =  

 και συνεπώς η έλλειψη ( )2c  έχει εκκεντρότητα 

2
2

2

γ κ κε .
α 10 κ10 κ

= = =
++

 

 Όμως, οι ελλείψεις ( )1c  και ( )2c  είναι όμοιες.  Δηλαδή,  

1 2ε ε=  

ή ισοδύναμα 

        
2 κ 4 κ
3 10 κ 9 10 κ
= ⇔ =

+ +
 40 4κ 9κ⇔ + =  

        5κ 40⇔ = κ 8.⇔ =  

Σημείωση 
Δύο ελλείψεις λέμε ότι είναι 
όμοιες όταν έχουν την ίδια 
εκκεντρότητα. 
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34. Δίνεται η έλλειψη  ( )c   με εξίσωση 

+ =
2 2x y 1

36 12
 

 και το σημείο της  ( )−Μ 3, 3 .  

 i) Nα βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )ε  της έλλειψης ( )c  
στο σημείο Μ. 

 ii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )η  η οποία είναι κάθετη 

στην ευθεία ( )ε  στο σημείο Μ. 

 iii) Να βρείτε τα σημεία Γ και Δ στα οποία οι ευθείες ( )ε  και ( )η  
τέμνουν αντίστοιχα τον άξονα ′y y.  

 iv) Nα αποδείξετε ότι ο κύκλος με διάμετρο ΓΔ διέρχεται από τις 
εστίες της έλλειψης ( )c . 

 
 

Λύση 
 
i) Η ζητούμενη εξίσωση είναι 

              
( )x 3 y 3 1
36 12
⋅ − ⋅

+ =  

     
x 3y 1

12 12
⇔ − + =  

     x 3y 12.⇔ − + =  
 
 
ii) Έχουμε  

( ) ( )η ε .⊥  
 Άρα, 

  η ε η
1λ λ 1 λ 1
3

⋅ = − ⇔ ⋅ = −  

  ηλ 3.⇔ = −  

 Επομένως, η ευθεία  ( )η  έχει εξίσωση 

( )y 3 3 x 3 y 3x 6.− = − + ⇔ = − −  

 

Σημείωση 
Η εφαπτομένη της έλλειψης 

2 2

2 2
x y 1
α β

+ =  

στο σημείο της ( )1 1Μ x , y  έχει 
εξίσωση 

1 1
2 2

xx yy 1
α β

+ = . 

 

( )ε

( )1 1Μ x , y

y 

x 

( )η
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iii) Οι συντεταγμένες του σημείου Γ είναι η λύση του συστήματος 

    
x 0 x 0

x 3y 12 y 4.
 = = ⇔ − + = = 

    Άρα,  ( )Γ 0, 4 . 

 Οι συντεταγμένες του σημείου Δ είναι η λύση του συστήματος 

    
x 0 x 0
y 3x 6 y 6.

 = = ⇔ = − − = − 
    Άρα,  ( )Δ 0, 6− . 

 
iv) Αρχικά βρίσκουμε τις εστίες της έλλειψης 

( )c . Έχουμε 

2α 36=    και   2β 12.=  

 Οπότε,  
2 2 2γ α β 36 12 24.= − = − =  

 Επομένως, 
γ 24 2 6.= =  

 Άρα, η έλλειψη ( )c  έχει εστίες τα σημεία 

    ( )Ε 2 6, 0′ −    και    ( )Ε 2 6, 0 . 

 Για να αποδείξουμε ότι ο κύκλος  με διάμε-
τρο ΓΔ διέρχεται από τις εστίες Ε′  και Ε, 
αρκεί να αποδείξουμε ότι 

ΓΕ Δ 90′ = °    και    ΓΕΔ 90 .= °  

 Δηλαδή ότι 

Ε Γ Ε Δ 0′ ′⋅ =
 

   και    ΕΓ ΕΔ 0.⋅ =
 

 

 Πράγματι, έχουμε  

   ( ) ( ) ( )Ε Γ 2 6, 4 , Ε Δ 2 6, 6 , ΕΓ 2 6,4′ ′= = − = −
  

    και   ( )ΕΔ 2 6, 6= − −


. 

 Άρα, 

( ) ( )
2

Ε Γ Ε Δ 2 6 4 6 0′ ′⋅ = + ⋅ − =
 

   

 και   

( ) ( )
2

ΕΓ ΕΔ 2 6 4 6 0.⋅ = − + ⋅ − =
 

 

 
 

Σχόλιο 
Για να αποδείξουμε ότι ο κύ-
κλος με διάμετρο ΓΔ διέρχεται 
από ένα σημείο Ε, αρκεί να  
αποδείξουμε ότι 

ΓΕΔ 90= ° . 

Ε 
O 

Ε΄ 

( )Γ 0, 4

y 

x 

( )Δ 0, 6−
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35. Δίνεται η έλλειψη ( )c   με εξίσωση 

+ =
2 2x y 1.

12 4
 

 i) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της έλλειψης ( )c  οι 

οποίες είναι παράλληλες προς την ευθεία  ε: x y 10 0.+ − =  

 ii) Να υπολογίσετε την απόσταση  d  των εφαπτομένων που βρήκα-
τε στο προηγούμενο ερώτημα. 

 
 

 

Λύση 
 
i) Έστω ( )1 1Μ x , y  το σημείο επαφής ζητούμενης 

ευθείας ( )ζ . Η εξίσωση της ευθείας ( )ζ  είναι 

1 1xx yy 1.
12 4

+ =  

 Γνωρίζουμε ότι η ευθεία ( )ζ  είναι παράλληλη 
προς την ευθεία ( )ε . Επομένως,  

          ζ ελ λ= ⇔

1

1 1
1

x
12 1 x 3y
y
4

− = − ⇔ =       (1) 

 Επίσης, το σημείο ( )1 1Μ x , y  ανήκει στην 

έλλειψη ( )c . Άρα, ισχύει η σχέση 

  
2 2
1 1x y 1

12 4
+ =    (2) 

 Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι 
( ) ( )1 1x , y 3,1=     ή     ( ) ( )1 1x , y 3, 1= − −  

 Επομένως, το πρόβλημα έχει δύο λύσεις. Τις ευθείες με εξισώσεις 

x 3 y 1 1 x y 4 0
12 4
⋅ ⋅

+ = ⇔ + − =   και  
( ) ( )x 3 y 1

1 x y 4 0.
12 4
⋅ − ⋅ −

+ = ⇔ + + =  

ii) Eίναι φανερό ότι η ζητούμενη απόσταση είναι ίση με την απόσταση του σημείου 
( )Μ 3,1  της ευθείας  x y 4 0+ − =   από την ευθεία   x y 4 0.+ + =  Δηλαδή, 

2 2

3 1 4 8 8 2d 4 2.
221 1

+ +
= = = =

+
 

Σχόλιο 
Για να βρούμε την εφαπτο-
μένη της έλλειψης αρκεί να 
βρούμε τις συντεταγμένες 
( )1 1x , y του σημείου επα-
φής. 
 

( )ε

O 

( )1 1Μ x , y

y 

x 

( )ζ
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Προτεινόμενες Ασκήσεις 
 
 

72. Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις: 

 i) Όταν έχει εστίες τα σημεία ( )E 2, 0′ −  και  ( )E 2, 0   και μεγάλο άξονα 6. 

 ii) Όταν έχει εστίες τα σημεία ( )E 0, 4′ −  και  ( )E 0, 4   και εκκεντρότητα 
4
5

. 

 iii) Όταν έχει κορυφές τα σημεία ( )Α 0, 5′ −  και  ( )Α 0, 5  και μικρό άξονα 4. 

 iv) Όταν έχει εστία το σημείο ( )E 0, 2′ −  και κορυφές τα σημεία  

( )Α 0, 7′ −  και  ( )Α 0, 7 .  
 

73. Να βρείτε τα μήκη των αξόνων, τις εστίες και την εκκεντρότητα των ελλείψεων: 

 i) 2 29x y 9+ =       

 ii) 2 29x 4y 144.+ =  

 
 
74. Δίνεται η έλλειψη ( )c  η οποία έχει τις εστίες της στον άξονα x x′ ,  κορυφές τα 

σημεία  ( )Α 2 5, 0′ −   και   ( )Α 2 5, 0   και εκκεντρότητα   

2 5ε .
5

=  

 i) Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης ( )c . 

 ii) Να βρείτε τις εστίες Ε , Ε′  και τις κορυφές  Β , Β′  της έλλειψης ( )c . 

 iii) Nα υπολογίσετε το εμβαδόν του τετραπλεύρου Ε Β ΕΒ.′ ′  
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75. Δίνεται η έλλειψη ( )c  με εξίσωση 

2 2

2 2
x y 1,
α β

+ =      με       α β 0> >  

 η οποία έχει εστίες τα σημεία 

( )Ε γ, 0′ −     και      ( )Ε γ, 0 ,     με   γ 0.>  

 Αν η ευθεία  x γ=   τέμνει την έλλειψη  ( )c   στα σημεία Γ και Δ, να αποδείξετε 
ότι: 

 i) ( )
2βΓΔ 2

α
=       

 ii) ( )
2γΓΕ α

α
= −  

 iii) ( )
2γΓΕ α

α
′ = + . 

 
 

 
76. Δίνεται η έλλειψη ( )c  με εξίσωση 

2 2x 4y 52+ =   
 και δύο σημεία της  ( )1 1Γ x , y   και   ( )2 2Δ x , y .  

 i) Nα αποδείξετε ότι 

( )( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2x x x x 4 y y y y 0.− + + − + =  

 ii) Aν το σημείο 
5Μ 5,
2

 
 
 

 είναι το μέσο του τμήματος ΓΔ,  τότε:  

  α) να αποδείξετε ότι  

( )1 2 1 2x x 2 y y 0− + − =  

  β) να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΓΔ. 
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77. Δίνεται η έλλειψη ( )c  με εξίσωση 
2 2x y 1

4 3
+ =  

 και η ευθεία ( )δ  με εξίσωση  x 4.=  

 i) Nα βρείτε τις εστίες Ε′  και  Ε  της έλλειψης ( )c . 

 ii) Nα υπολογίσετε την εκκεντρότητα ε της έλλειψης ( )c . 

 iii) Nα αποδείξετε ότι για κάθε σημείο Μ της έλλειψης ( )c  ισχύει η σχέση 

( )
( )
ΜΕ

ε.
d M, δ

=  

 

78. Δίνεται η έλλειψη ( )c  με εξίσωση 
2 2x y 1

4 2
+ =  

 και η ευθεία ( )ε  με εξίσωση y 2x 1.= +  

 i) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ( )ε  τέμνει την έλλειψη ( )c  σε δύο σημεία 

( )1 1Κ x , y    και     ( )2 2Λ x , y     με     1 2x x .<  

 ii) Να υπολογίσετε το άθροισμα 1 2x x+ . 

 iii) Nα βρείτε τις συντεταγμένες του μέσου Μ του τμήματος ΚΛ.  
 
79. Δίνεται η έλλειψη ( )c  με εξίσωση 

2 2x y 1
25 16

+ =  

 και ένα σημείο της ( )1 1Μ x , y .  

 i) Nα βρείτε τις εστίες Ε′   και  Ε  της έλλειψης ( )c . 

 ii) Να αποδείξετε ότι 

( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1ΜΕ ΜΕ 2 x y 18.′ + = + +  

 iii) Nα υπολογίσετε το άθροισμα 
( ) ( )ΜΕ ΜΕ .′ +  

 iv) Nα αποδείξετε ότι 

( ) ( ) ( )2ΜΕ ΜΕ ΜΟ 41′ ⋅ + =  
  όπου Ο η αρχή των αξόνων. 
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80. Έστω η έλλειψη ( )c  η οποία έχει κορυφές τα σημεία  

( ) ( ) ( )Α α, 0 , Α α, 0 , Β 0, β′ ′− −   και  ( )Β 0, β    με α β 0> >  

 και εστίες τα σημεία 

( )Ε γ, 0′ −     και    ( )Ε γ, 0 . 

 Έστω επίσης, ένα σημείο ( )1 1Μ x , y  αυτής της έλλειψης τέτοιο, ώστε 

( ) ( )2 22 2
1 1 1 1x γ y x γ y 8.+ + + − + =  

 i) Να αποδείξετε ότι α 4.=  

 ii) Αν ισχύει η σχέση   

πΒ ΕΒ
3

′ = ,  να βρείτε: 

  α) την εκκεντρότητα ε της έλλειψης ( )c  

  β) την εξίσωση της έλλειψης ( )c . 

 
81. Δίνεται η έλλειψη ( )c  με εξίσωση  

2 2x y 1
8 2
+ =   

 και τα σημεία της  

( )2, 1Κ −   και   ( )1 1x , yΛ  με  1x 2≠   και   1y 1.≠ −  

 i) Nα βρείτε την εκκεντρότητα ε της έλλειψης ( )c . 

 ii) Nα αποδείξετε ότι    
2

2 1
1

xy 2 .
4

= −  

 iii) Aν Μ είναι το μέσο του τμήματος ΚΛ και 1 2λ , λ  oι συντελεστές διεύθυνσης 

των ευθειών ΟΜ και ΚΛ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι  
2

1 2λ λ ε 1.⋅ = −  
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82. Δίνεται η έλλειψη ( )c  με εξίσωση 
2 2

2 2
x y 1, α β 0
α β

+ = > > . 

 Από την εστία ( )γ, 0Ε  της έλλειψης  ( )c  φέρνουμε ευθεία κάθετη στον άξονα 
x x′  η οποία τέμνει την έλλειψη στο σημείο Μ με αρνητική τεταγμένη. 

 i) Nα αποδείξετε ότι οι συντεταγμένες του σημείου Μ είναι  

( )2γ, β 1 ε− −  

  όπου ε η εκκεντρότητα της έλλειψης ( )c . 
 ii) Aν η ευθεία ΟΜ είναι παράλληλη προς την ευθεία ΑΒ, όπου ( )α, 0Α  και 

( )0, βΒ , να βρείτε την εκκεντρότητα της έλλειψης ( )c . 
 
 
83. Δίνεται η έλλειψη ( )c  η οποία έχει κορυφές τα σημεία   

( ) ( ) ( )Α 4, 0 , Α 4, 0 , Β 0, 3′ ′− −   και  ( )Β 0, 3 . 

 Να αποδείξετε ότι:  

 i) το σημείο 
16 9,
5 5

 Μ 
 

 ανήκει στην έλλειψη ( )c  

 ii) η εφαπτομένη ( )ε  της έλλειψης στο σημείο Μ ορίζει με τους ημιάξονες Οx 
και Oy ισοσκελές τρίγωνο. 

 
 
84. Δίνεται η έλλειψη ( )c  με εξίσωση 

2 2

2 2
x y 1.
5 4

+ =  

 i) Να βρείτε τις εστίες Ε΄  και   Ε  της έλλειψης ( )c .  

ii) Οι ευθείες που διέρχονται από τις εστίες Ε΄ και Ε  και  είναι κάθετες στον 
άξονα x x′  τέμνουν την έλλειψη ( )c  στα σημεία ′Γ  και  Γ  αντίστοιχα με θε-
τικές τεταγμένες. 

 α) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )ε  της έλλειψης στο σημείο Γ. 

  β) Αν η ευθεία ( )ε τέμνει την ευθεία ′ ′Ε Γ  στο σημείο Ζ, να αποδείξετε ότι 

( ) ( )′ ′Ε Ζ = ΕΓ . 
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85. Δίνεται η έλλειψη ( )c  με εξίσωση 
2 2x y 1.

25 9
+ =  

 i) Να βρείτε τις εστίες Ε΄  και   Ε  της  έλλειψης  ( )c . 

ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )ε   της έλλειψης  ( )c  στο σημείο 

της 
94, .
5

 Μ 
 

 

iii) Aν η ευθεία ( )ε  τέμνει τον άξονα  y y′  στο σημείο Γ, να αποδείξετε ότι είναι 
κάθετη στην ευθεία ′Ε Γ . 

 
 
 

86. Δίνεται η έλλειψη ( )c  με εξίσωση 
2 2x y 1

8 2
+ =  

 και το σημείο της ( )2,1 .Μ −  

 i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )ε  της έλλειψης ( )c στο σημείο Μ. 

 ii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )η  η οποία είναι κάθετη στην ευθεία 
( )ε  στο σημείο Μ. 

 iii) Aν Κ είναι η προβολή του σημείου Μ στον άξονα x x′   και   Λ  είναι το ση-
μείο στο οποίο η ευθεία ( )η  τέμνει τον άξονα y y′ , να αποδείξετε ότι 

3ΟΛ = ΜΚ
 

 
  όπου Ο η αρχή των αξόνων. 
  

 
87. Δίνεται η έλλειψη ( )c  η οποία έχει εστίες τα σημεία 

( )2, 0′Ε −     και     ( )2, 0Ε  

 και μήκος μικρού άξονα ίσο με 4. 

 i)  Nα βρείτε την εξίσωση της έλλειψης ( )c . 

 ii) H εφαπτομένη της έλλειψης ( )c  σε κάποιο σημείο της ( )1 1x , yΜ  τέμνει την 

ευθεία x 4=  στο σημείο Κ.  Να αποδείξετε ότι  

ΜΕΚ 90 .= °  
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88. Δίνεται η έλλειψη ( )c  με εξίσωση 

2 2x y 1.
20 5

+ =  

 i)  Nα βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της έλλειψης ( )c  οι οποίες είναι 

παράλληλες προς την ευθεία ( )ε  με εξίσωση y x 7= − + . 

 ii) Να υπολογίσετε το εμβαδό του τετραγώνου που έχει δύο απέναντι πλευρές 

πάνω στις ευθείες που βρήκατε στο ερώτημα i). 

 

89. Δίνεται η έλλειψη ( )c  η οποία έχει εστίες τα σημεία 

( )5, 0′Ε −    και     ( )5, 0Ε  

 και ένα σημείο της Μ για το οποίο ισχύει η σχέση 

( ) ( ) 6.′ΜΕ + ΜΕ =  

 Να βρείτε: 
 i)  τα μήκη των αξόνων της έλλειψης ( )c  
 ii) την εξίσωση της έλλειψης ( )c  
 iii) τις εξισώσεις των εφαπτομένων της έλλειψης ( )c  οι οποίες είναι κάθετες 

στην ευθεία  y 2x.= −  

 
90. Δίνεται η έλλειψη ( )c  με εξίσωση 

2 2x y 1
8 2
+ =  

 και το σημείο της ( )2,1 .Μ  

 i) Να βρείτε τις κορυφές ′Α   και  Α  της έλλειψης ( )c  που βρίσκονται στον 

άξονα x x′ . 
 ii) Να βρείτε τα σημεία Γ και Δ στα οποία  οι ευθείες ′ΜΑ   και  ΜΑ  αντίστοι-

χα τέμνουν τον άξονα y y′ . 

 iii) Aν Ζ είναι το μέσο του ΓΔ, να αποδείξετε ότι η ευθεία ΜΖ εφάπτεται στην 
έλλειψη ( )c . 
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91. Δίνεται η έλλειψη ( )c  η οποία έχει εστίες τα σημεία 
( )4, 0′Ε −    και     ( )4, 0Ε  

 και μία κορυφή της είναι το σημείο ( )0, 2 .Β  

 Να βρείτε: 
 i)  τα μήκη των αξόνων της έλλειψης ( )c  
 ii) την εξίσωση της έλλειψης ( )c  
 iii) τις εξισώσεις των εφαπτομένων της έλλειψης ( )c  οι οποίες είναι κάθετες 

στην ευθεία  y 3x.=  
 
 
92. Δίνεται η έλλειψη ( )c  με εξίσωση 

2 2x y 1
4 16
+ = . 

 i) Να βρείτε τις εστίες ′Ε   και  Ε  της έλλειψης ( )c . 

 ii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε  η οποία διέρχεται από το σημείο Ε 

και είναι κάθετη στον μεγάλο άξονα του ( )c . 

 iii) Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες του σημείου Μ στο οποίο η ευθεία ( )ε  

τέμνει την έλλειψη ( )c  στο α΄ τεταρτημόριο. 

 iv) Aν η εφαπτομένη ( )η  της έλλειψης ( )c  στο σημείο Μ τέμνει τον άξονα x x′  

στο σημείο Κ, να αποδείξετε ότι ( )Ε Κ η .′ ⊥  

 
 
93. Mία έλλειψη ( )c  έχει τις εστίες της στον άξονα x x′ , διέρχεται από το σημείο   

( )2,1Μ  και δύο κορυφές της είναι τα σημεία  

( )2, 0′Α −   και  ( )2, 0 .Α  

 i) Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης  ( )c . 

 ii) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων ( )ε  και  ( )η  της έλλειψης ( )c  στα 
σημεία της Μ  και  Α αντίστοιχα.  

 iii) Αν  Γ  είναι το σημείο τομής των ευθειών ( )ε  και  ( )η  και Ο είναι η αρχή 
των αξόνων, να αποδείξετε ότι οι ευθείες ′ΜΑ  και  ΓΟ  είναι μεταξύ τους 
παράλληλες. 
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Η Υπερβολή 
 
Ορισμός (υπερβολής) 
 

Έστω Ε′  και Ε δύο σημεία του επιπέδου και ένας θετικός αριθμός α τέτοιος, ώστε 

( )2α Ε Ε′< . Ονομάζεται υπερβολή με εστίες τα σημεία Ε′  και Ε και σταθερή δια-

φορά 2α, ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου των οποίων η απόλυτη τιμή 
της διαφοράς των αποστάσεων από τα Ε′  και Ε είναι σταθερή και ίση με 2α. Δηλαδή, 
ο γεωμετρικός τόπος των σημείων  Μ  του επιπέδου για τα οποία ισχύει  

( ) ( )ΜΕ ΜΕ 2α.′ − =  
 

● Η απόσταση ( )Ε Ε′  ονομάζεται εστιακή απόσταση 
 και συμβολίζεται με 2γ. 
● Ισχύει 

( ) ( ) ( )Ε Ε ΜΕ ΜΕ′ ′> −  
 δηλαδή 

2γ 2α>  
 και συνεπώς 

γ α.>  

● Το μέσο  Κ του τμήματος E E′  ονομάζεται κέντρο της υπερβολής. 
 
 
 

Υπερβολή με Κέντρο Ο(0,0) και 
 

   Εστίες στον Άξονα x΄x Εστίες στον Άξονα y΄y 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

• ••

•

Κ

Μ

Ε′ Ε

y

x

O
• • • •

•

•

•

y

x
O
•

( )Α α, 0( )A α, 0′ −

( )Ε γ, 0′ − ( )Ε γ, 0

( )Α 0, α

( )A 0, α′ −

( )Ε 0, γ′ −

( )Ε γ, 0
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Eξίσωση Υπερβολής 
 
Η εξίσωση της υπερβολής ( )c  με εστίες 
τα σημεία ( )E γ,0′ − , ( )Ε γ,0  και στα-
θερή διαφορά 2α είναι 

2 2

2 2
x y 1
α β

− =  

Η εξίσωση της υπερβολής ( )c  με εστίες 
τα σημεία  ( ) ( )E 0, γ , Ε 0, γ′ −  και στα-
θερή διαφορά 2α είναι 

2 2

2 2
y x 1
α β

− =  

 

όπου    2 2 2 2 2β γ α β γ α= − ⇔ = − . 
 
 

 
Παράδειγμα 
 

Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής με εστίες τα σημεία ( )Ε 5,0 ,′ − ( )Ε 5,0  και στα-
θερή διαφορά 2α 8.=  
 
Λύση 
 

Έχουμε γ 5 και 2α 8, οπότε α 4.= = =  Επομένως, 
2 2 2 2β γ α 5 4 3.= − = − =  

Άρα, η ζητούμενη εξίσωση είναι 
2 2

2 2
x y 1.
4 3

− =  
 
 

Παράδειγμα 
 

Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής με εστίες τα σημεία ( ) ( )Ε 0, 5 , Ε 0,5−  και στα-
θερή διαφορά 2α 8.=  
 
Λύση 
 

Έχουμε γ 5=  και 2α 8, οπότε α 4.= =  Επομένως 2 2 2 2β γ α 5 4 3.= − = − =  Άρα, 
η ζητούμενη εξίσωση είναι 

2 2

2 2
y x 1.
4 3

− =  
 
 

● Ο αριθμός γ είναι ο μεγαλύτερος από τους τρεις θετικούς αριθμούς α, β, γ. 
● Οι αριθμοί α και β δεν συγκρίνονται μεταξύ τους . 
● Αν είναι  α β= , τότε η υπερβολή λέγεται ισοσκελής και έχει εξίσωση 

ή .2 2 2 2 2 2x y α y x α− = − =  
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Eφαπτομένη Υπερβολής 
 
Η εφαπτομένη της υπερβολής ( )c  στο σημείο της ( )1 1M x , y   έχει εξίσωση  
 

1 1
2 2

xx yy
1

α β
− =  1 1

2 2
yy xx

1
α β

− = . 

 
 
 

Παράδειγμα 
 

Η εφαπτομένη της υπερβολής  στο σημείο της  έχει εξίσωση  

 

η οποία γράφεται ισοδύναμα  

 

 
 

Σημεία Τομής Υπερβολής με τους Άξονες 
 
Από την εξίσωση της υπερβολής  ( )c  
για y 0=  βρίσκουμε x α,= ± , ενώ για 

x 0=  βρίσκουμε 

2

2

y 1
β

− =  που είναι 

αδύνατον. 
Άρα, η υπερβολή ( )c  τέμνει τον άξονα  
x x′  στα σημεία  ( )A α,0′ −  και ( )Α α,0  
ενώ δεν τέμνει τον άξονα y y′ . 

Από την εξίσωση της υπερβολής  ( )c  
για x 0=  βρίσκουμε y α,= ±  ενώ για  

y 0=  βρίσκουμε 

2

2

x 1
β

− =  που είναι 

αδύνατον. 
Άρα, η υπερβολή ( )c  τέμνει τον άξονα   
y y′  στα σημεία  ( )A 0, α′ −  και 

( )Α 0, α  ενώ δεν τέμνει τον άξονα x x′ . 
 

● Τα σημεία Α , A′  λέγονται κορυφές της υπερβολής. 

● Οι εστίες E , E′  της υπερβολής βρίσκονται πάντα στον ίδιο άξονα που βρίσκονται 

και οι κορυφές της. 

● Τα σημεία κάθε υπερβολής ( )c  βρίσκονται  έξω από την ταινία των εφαπτόμενων 

της υπερβολής στις κορυφές της. 
 

2 2x y 1
2 3
− = ( )Μ 2, 3

x 2 y 3 1
2 3
⋅ ⋅

− =

3x y 1 0.
3

− − =
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Συμμετρίες Υπερβολής 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Για κάθε σημείο ( )1 1 1M x , y   της υπερβολής  ( )c  τα σημεία ( ) ( )2 1 1 3 1 1M x , y , M x , y− −   

και ( )4 1 1M x , y− −   ανήκουν επίσης στη ( )c  αφού οι συντεταγμένες τους επαληθεύουν 

την εξίσωσή της. Άρα, οι άξονες x x′  και y y′  είναι άξονες συμμετρίας της υπερβολής, 

ενώ η αρχή των αξόνων ( )O 0,0  είναι κέντρο συμμετρίας της. Γι’αυτόν τον λόγο, το 

σημείο ( )O 0,0  λέγεται κέντρο της υπερβολής ( )c . 

 
 

Ασύμπτωτες Υπερβολής 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

O x 

y 

 Κ   Λ 

Ν Μ 

y

xO

•

y

x
O

•

( )1 1 1M x , y

( )4 1 1Μ x , y− − ( )2 1 1M x , y−

( )3 1 1M x , y−
•

•

•

•

( )1 1 1M x , y

( )4 1 1Μ x , y− −
( )2 1 1M x , y−

( )3 1 1M x , y−
•

•

O x 

y 

Λ K 

Μ Ν 

( )A α,0′ − ( )A α,0′

( )A 0, α′ −

( )A 0,α

βy x
α

= −
βy x
α

=

αy x
β

= −

αy x
β

=
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Οι ευθείες βy x
α

=  και βy x
α

= −  είναι 

ασύμπτωτες της υπερβολής 
2 2

2 2

x y 1.
α β

− =  

Οι ασύμπτωτες είναι οι φορείς των δια-
γωνίων του ορθογωνίου ΚΛΜΝ με κο-
ρυφές τα σημεία 

( ) ( )
( ) ( )
Κ α,β , Λ α,β ,

Μ α, β , Ν α, β .

−

− − −
 

Οι ευθείες 
αy x
β

=  και 
αy x
β

= −  είναι 

ασύμπτωτες της υπερβολής 
2 2

2 2

y x 1.
α β

− =  

Οι ασύμπτωτες είναι οι φορείς των δια-
γωνίων του ορθογωνίου ΚΛΜΝ με κο-
ρυφές τα σημεία 

( ) ( )
( ) ( )
Κ β,α , Λ β,α ,

Μ β, α , Ν β, α .

−

− − −
 

 
●  Το ορθογώνιο ΚΛΜΝ λέγεται ορθογώνιο βάσης της υπερβολής. 
 

●  Οι ευθείες y x=   και  y x= −  είναι οι ασύμπτωτες κάθε ισοσκελούς υπερβολής. 
Το ορθογώνιο βάσης κάθε ισοσκελούς υπερβολής είναι τετράγωνο. 

 
 
Παράδειγμα 
 

Οι ασύμπτωτες της υπερβολής 
2 2

2 2

x y 1
4 3

− =  είναι οι ευθείες 3y x
4

=  και 3y x
4

= − . 

Οι ασύμπτωτες της υπερβολής 
2 2

2 2

y x 1
2 1

− =  είναι οι ευθείες y 2x=  και y 2x= − . 

 
●  Ένας μνημονικός κανόνας για να βρίσκουμε τις ασύμπτωτες μιας υπερβολής είναι 

να παραγοντοποιούμε το πρώτο μέλος της εξίσωσής της και να εξισώνουμε κάθε 
παράγοντα με το μηδέν.  

 
Παράδειγμα 
 

 

Να βρείτε τις ασύμπτωτες της υπερβολής 

 

Λύση 
 
 

Παρατηρούμε ότι 

. 

 

2 2

2 2
x y 1.
5 7

− =

2 2

2 2
x y x y x y

5 7 5 75 7
  − = − +  
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Άρα, οι ζητούμενες ασύμπτωτες είναι οι ευθείες 

 

δηλαδή οι 

 

 
 

Εκκεντρότητα Υπερβολής 
 

Ορισμός 
 

Ονομάζεται εκκεντρότητα της υπερβολής  ( )c  και συμβολίζεται με ε ο λόγος 
γε
α

= . 
 

● Ισχύει ε 1.>  

● Έχουμε 
2 2α βγε .

α α
+

= =  Οπότε  
22 2

2
2

α β βε 1 .
α α
+  = = +  

 
 Επομένως  

2β ε 1.
α
= −  

 Άρα, η εκκεντρότητα ε προσδιορίζει και προσδιορίζεται από τον συντελεστή 

διεύθυνσης των ασυμπτώτων β αy x ή y x
α β

 
= ± = ± 

 
 της υπερβολής. 

● Κάθε ισοσκελής υπερβολή έχει εκκεντρότητα  
 

 
Ανακλαστική Ιδιότητα της Υπερβολής 

 
Πρόταση 
 
 
 

Η εφαπτομένη μιας υπερβολής σε κάθε 
σημείο Μ διχοτομεί τη γωνία  Ε ΜΕ,′  
όπου Ε , Ε′  οι εστίες της υπερβολής. 

 
 
 
 
 

 

x y x y0 και 0
5 7 5 7
− = + =

7 7y x και y x.
5 5

= = −

ε 2.=

xO

M

( )ε

E′

θ

••

•

E

y

θ
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Λυμένες Ασκήσεις 
 
 
36. Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής σε καθεμιά από τις παρακάτω 

περιπτώσεις: 
 i) Όταν έχει εστίες τα σημεία ( ) ( )′ −Ε 5, 0 , Ε 5, 0  και κορυφές τα 

σημεία ( )′ −Α 3, 0   και  ( )Α 3, 0 .  

 ii) Όταν έχει εστίες τα σημεία  ( ) ( )′ −Ε 0, 8 , Ε 0, 8  και εκκεντρό-
τητα 2. 

 
 

Λύση 
 
i) Έχουμε 

γ 5=     και     α 3.=  
 Επομένως, 

2 2 2 2β γ α 5 3 4.= − = − =  
 Άρα, η ζητούμενη εξίσωση είναι 

2 2

2 2
x y 1.
3 4

− =  

 
ii) Έχουμε 

γ 8=     και     ε 2.=  
 Επομένως, 

γ 2
α
=  

 δηλαδή 
8 2
α
=  

 και συνεπώς 
α 4.=  

 Άρα, 
2 2 2 2β γ α 8 4 48.= − = − =  

 Επομένως, η ζητούμενη εξίσωση είναι 

( )
2 2 2 2

2 2
y x x y1 1.

16 484 48
− = ⇔ − =  

Σημειώσεις 
• Η εξίσωση της υπερβολής με   εστίες 

τα σημεία 

    ( )Ε γ, 0′ −     και    ( )Ε γ, 0  
 και σταθερή διαφορά 2α είναι 

       

2 2

2 2
x y 1,
α β

− =  όπου  2 2β γ α .= −  

• Η εξίσωση της υπερβολής με   εστίες 
τα σημεία 

     ( )Ε 0, γ′ −     και    ( )Ε 0, γ  
 και σταθερή διαφορά 2α είναι 

      

2 2

2 2
y x 1,
α β

− =  όπου  2 2β γ α .= −  

• Ονομάζουμε εκκεντρότητα της    
υπερβολής με εστιακή απόσταση 2γ 
και σταθερή διαφορά 2α, το λόγο 

γε 1.
α

= >  

 

O x 

y 

( )Ε γ, 0( )Ε γ, 0′ −

( )Μ x, y
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37. Να βρείτε τις εστίες, τις κορυφές και την εκκεντρότητα της υπερβο-
λής: 

 i) − =2 24x 9y 36     ii) − =2 216y 9x 144 . 

 
Λύση 
 

i) Έχουμε 
2 2

2 2 4x 9y4x 9y 36 1
36 36

− = ⇔ − =  

`                  
2 2x y 1.

9 4
⇔ − =  

 Επομένως,            
2α 9 α 3= ⇔ =  

 και                
2β 4 β 2.= ⇔ =  

 Οπότε, από τη σχέση     
2 2 2β γ α= −  

 βρίσκουμε     
2 2 2γ α β 9 4 13.= + = + =  

 Δηλαδή,  

γ 13.=  

 Άρα,  η  δοθείσα  υπερβολή έχει εστίες τα σημεία  

( )Ε 13, 0′ − , ( )Ε 13, 0 , 

 κορυφές τα σημεία  

( )Α 3, 0′ − , ( )Α 3, 0  

 και εκκεντρότητα  

γ 13ε .
α 3

= =  

Ε΄ 
O x 

y 

( )Α α, 0
( )Ε γ, 0

Α΄ 
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ii) Έχουμε 
2 2

2 2 16y 9x16y 9x 144 1
144 144

− = ⇔ − =  

                     
2 2y x 1.

9 16
⇔ − =  

 Επομένως,            
2α 9 α 3= ⇔ =  

 και                  
2β 16 β 4.= ⇔ =  

 Οπότε, από τη σχέση     
2 2 2β γ α= −  

 βρίσκουμε     
2 2 2γ α β 9 16 25= + = + = γ 5.⇔ =  

 Άρα, η δοθείσα υπερβολή έχει εστίες τα σημεία  

( )Ε 0, 5′ − , ( )Ε 0, 5 , 

 κορυφές τα σημεία  

( )Α 0, 3′ − , ( )Α 0, 3  

 και εκκεντρότητα  

γ 5ε .
α 3

= =  

 
 
 
 

38. Δίνεται η υπερβολή ( )c  με εξίσωση  
2 2x y 1

5 4
− =  

 και ένα σημείο της  ( )1 1M x , y . 

 i) Να βρείτε τις εστίες ′Ε  και  Ε της υπερβολής ( )c .     
 ii) Να αποδείξετε ότι: 
  α) ( ) ( )′ + = + +2 2 2 2

1 1ΜΕ ΜΕ 2x 2y 18  

  β) ( ) ( )ΜΕ ΜΕ 2 5′ − =  

  γ) ( ) ( ) ( )′ ⋅ = −2ΜΕ ΜΕ ΟΜ 1,    όπου Ο η αρχή των αξόνων. 
 

Ε΄ 

O x 

y 

( )Α 0, α

Α΄ 

( )Ε 0, γ
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Λύση 
 
i) Έχουμε 

2α 5=    και    2β 4.=  
 Επομένως, 

2 2 2γ α β 5 4 9= + = + =  
 και συνεπώς 

γ 3.=  
 Άρα, οι εστίες της υπερβολής ( )c  είναι  
 τα σημεία 

( )Ε 3, 0′ −   και   ( )Ε 3, 0 .  
 

ii)  α) Έχουμε 

( ) ( )2 2
1 1ΜΕ x 3 y′ = + +  

  και 

( ) ( )2 2
1 1ΜΕ x 3 y .= − +  

  Επομένως, 

      ( ) ( )2 2ΜΕ ΜΕ′ + ( ) ( )2 22 2
1 1 1 1x 3 y x 3 y= + + + − +  

                 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1x 6x 9 y x 6x 9 y= + + + + − + +  

                 2 2
1 12x 2y 18.= + +  

 
 β) Σύμφωνα με τον ορισμό της υπερβο-
  λής έχουμε 

  ( ) ( )ΜΕ ΜΕ 2α.′ − =  

  Όμως, 

  2α 5 α 5.= ⇔ =  

  Άρα, 

  ( ) ( )ΜΕ ΜΕ 2 5.′ − =  

 
 γ) Αποδείξαμε ότι 

( ) ( )ΜΕ ΜΕ 2 5′ − = . 
 

O x 

y 

Μ 

Ε Ε΄ 

Σημείωση 
Για κάθε σημείο Μ της υπερβο-
λής ισχύει εξ ορισμού η σχέση  

( ) ( )ΜΕ ΜΕ 2α.′ − =  
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  Άρα, 

( ) ( ) ( )22ΜΕ ΜΕ 2 5′ − =  

  ή ισοδύναμα 

( ) ( ) ( ) ( )2 2ΜΕ ΜΕ 2 ΜΕ ΜΕ 20′ ′+ − ⋅ = . 
  Και επειδή 

 ( ) ( )2 2 2 2
1 1ΜΕ ΜΕ 2x 2y 18′ + = + +   

  έχουμε  

                                     ( ) ( )2 2
1 12x 2y 18 2 ΜΕ ΜΕ 20′+ + − ⋅ =  

       ⇔ ( ) ( ) 2 2
1 12 ΜΕ ΜΕ 2x 2y 2′ ⋅ = + −  

       ⇔ ( ) ( ) 2 2
1 1ΜΕ ΜΕ x y 1.′ ⋅ = + −  

  Όμως, 

( ) ( )
2 22 2 2 2

1 1 1 1x y x y ΟΜ .+ = + =  

  Επομένως, 

( ) ( ) ( )2ΜΕ ΜΕ ΟΜ 1.′ ⋅ = −  

 
39. Δίνεται η υπερβολή ( )c   με εξίσωση 

− =
2 2

2 2
x y 1
α β

 

 της οποίας η ασύμπτωτη  

=
βy x
α

 

 σχηματίζει με τον άξονα ′x x  γωνία = °ω 60 .  

 i) Να αποδείξετε ότι   
=β α 3.  

 ii) Να υπολογίσετε την εκκεντρότητα της υπερβολής ( )c . 

 iii) Αν η υπερβολή  ( )c  διέρχεται από το σημείο  ( )Ρ 2, 3 , να 

βρείτε τις εστίες της. 
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Λύση 
 
i) O  συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας  

 

βy x
α

=
 
είναι  

βλ .
α

=  

 Επίσης, 

λ εφω εφ60 3= = ° = . 

 Επομένως,        

β 3
α
=  

 δηλαδή 

β α 3.=  

 
ii) H εκκεντρότητα της υπερβολής είναι 

2 2α βγε .
α α

+
= =  

 Και επειδή  β α 3= , συμπεραίνουμε ότι  
2 2 2α 3α 4α 2αε 2

α α α
+

= = = = . 

 

iii) H υπερβολή  ( )c   διέρχεται από το σημείο  ( )Ρ 2, 3 . Άρα 

( ) ( )2 2

2 2

2 3
1

α β
− = 2 2

2 3 1.
α β

⇔ − =  

 Και επειδή β α 3=  έχουμε 

( )2 2
2 3 1

α α 3
− = 2 2

2 1 1
α α

⇔ − = 2
1 1

α
⇔ = 2α 1⇔ = . 

 Οπότε,   α 1=  και συνεπώς  β 3.=  Επομένως,  2 2γ α β 4 2= + = = . 

 Άρα, οι εστίες της υπερβολής  ( )c   είναι τα σημεία 

( )Ε 2, 0′ −    και    ( )Ε 2, 0 .  

Α Ε΄ 
O x 

y 

Α΄ 

βy x
α

=

Ε 

  

  

βy x
α

= −

β γ 
ω 

α 
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40. Δίνεται η υπερβολή  ( )c   με εξίσωση 

− =
2 2x y 1

12 3
 

 και το σημείο της ( )Μ 4, 1 .  

 i) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της υπερβολής ( )c .  

 ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )ε  της υπερβολής ( )c  
στο σημείο Μ. 

 iii) Αν η ευθεία ( )ε  τέμνει τις ασύμπτωτες της υπερβολής στα ση-
μεία Κ και Λ, τότε: 

  α) να αποδείξετε ότι το σημείο Μ είναι το μέσο του ΚΛ 
   β) να υπολογίσετε το εμβαδό του τριγώνου OKΛ, όπου O η αρ-

χή των αξόνων. 
 
 
 
 
 

 

Λύση 
 
i) Έχουμε  

                2α 12=   και   2β 3= . 

 Δηλαδή, 
    α 12 2 3= =   και  β 3.=  

 Άρα, οι ζητούμενες ασύμπτωτες είναι 
οι    ευθείες με εξισώσεις  

           

β 3y x y
α 2 3

1y x
2

= ⇔ =

⇔ =

 

 και 

     

β 3y x y
α 2 3

1y x.
2

= − ⇔ = −

⇔ = −

 

 
 
 

Ε΄ Α΄ Α Ε 
x O 

y 

Σημείωση 
Οι ασύμπτωτες της υπερβολής 

2 2

2 2
x y 1
α β

− =  

είναι οι ευθείες με εξισώσεις  
βy x
α

=    και    
βy x.
α

= −   
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ii) H ζητούμενη εξίσωση είναι 

x 4 y 1 1
12 3
⋅ ⋅

− =  

 ή ισοδύναμα 
x y 1
3 3
− =  

 και τελικά 
x y 3.− =  

 
 
iii) α) Oι συντεταγμένες των σημείων Κ και Λ 

είναι οι αντίστοιχες λύσεις των συστη-
μάτων 

 
1 x 6y x
2

y 3x y 3

 ==  ⇔  = − =

 

  και 

     
1 x 2y x
2

y 1.x y 3

 == −  ⇔  = − − =

 

  Δηλαδή, 
( )Κ 6, 3      και     ( )Λ 2, 1 .−  

  Παρατηρούμε ότι 

 
6 2 4

2
+

=      και      
( )3 1

1.
2

+ −
=  

  Άρα, το σημείο  ( )Μ 4,1  είναι το μέσο του τμήματος ΚΛ. 

 
 β) Έχουμε 

( ) ( )ΟΚ 6 0, 3 0 6, 3= − − =


 

  και 
    ( ) ( )ΟΛ 2 0, 1 0 2, 1 .= − − − = −


 

  Άρα, το εμβαδό του τριγώνου ΟΚΛ είναι 
 

( ) ( ) 6 31 1 1ΟΚΛ det OK, OΛ | | 6 6 6
2 12 2 2

= = = − − =
−

 

 τ.μ. 

Σημείωση 
Η εφαπτομένη της υπερβολής 

2 2

2 2
x y 1
α β

− =  

στο σημείο της ( )1 1Μ x , y  
έχει εξίσωση 

1 1
2 2

xx yy 1.
α β

− =   

Λ 

Α΄ 

Κ 

x O 

y 

( )Μ 4,1
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 41. Δίνεται η υπερβολή  ( )c   με εξίσωση 

− =
2 2

2 2
x y 1
α β

 

 και η εφαπτομένη ( )ε  στο σημείο της ( )1 1 1M x , y , όπου y 0.≠  Αν η 

ευθεία ( )ε  τέμνει τους άξονες ′x x  και  ′y y  στα σημεία  ( )Γ p, 0   και   

( )Δ 0,q , να αποδείξετε ότι:  

 i) =
2

1

αp
x

  και   = −
2

1

βq
y

    ii) − =
2 2

2 2
α β 1.
p q

 

 
 

Λύση 
 

i) Η εφαπτομένη ( )ε   έχει εξίσωση 

1 1
2 2

xx yy 1.
α β

− =  

 Tα σημεία ( )Γ p, 0  και ( )Δ 0, q  ανήκουν 
στην ευθεία  ( )ε .  Άρα, ισχύουν οι σχέσεις 

      1 1
2 2

p x 0 y 1
α β
⋅ ⋅

− =    και    1 1
2 2

0 x q y 1.
α β
⋅ ⋅

− =  

 Δηλαδή, 

      
2

1

αp
x

=    και    
2

1

βq .
y

= −  

ii) Έχουμε  
2 2 2 2

2 2 2 22 2

1 1

α β α β
p q α β

x y

− = −
   −
      
   

2 2

4 4

2 2
1 1

α β
α β
x y

= −
2 2
1 1
2 2

x y .
α β

= −  

 Όμως, το σημείο ( )1 1Μ x , y   ανήκει στην υπερβολή  ( )c . Επομένως, 
2 2
1 1
2 2

x y 1.
α β

− =  

 Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι  
2 2

2 2
α β 1.
p q

− =  

O 
x 

y 

Γ   Α 

Δ 

Α΄ 

( )ε( )c

M 
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42. Δίνεται η υπερβολή  ( )c   με εξίσωση 

− =2 2x y 2 . 

 i) Nα βρείτε τις εστίες ′Ε  και  Ε  της υπερβολής  ( )c . 

 ii) Aν ( )ε  είναι η εφαπτομένη της υπερβολής σε κάποιο σημείο της 

( )1 1Μ x , y ,  να αποδείξετε ότι: 

  α) η ευθεία ( )ε  έχει εξίσωση  
− − =1 1x x y y 2 0  

  β) το γινόμενο των αποστάσεων των εστιών  ′Ε  και Ε από την 
ευθεία ( )ε  είναι ίσο με 2. 

 
 
Λύση 
 
i) Παρατηρούμε ότι η υπερβολή ( )c  είναι ισοσκε-

λής με   
2 2α β 2.= =  

 Επομένως, 
2 2γ α β 4 2.= + = =  

 Άρα, οι εστίες της υπερβολής ( )c  είναι τα σημεία 

( )Ε 2, 0′ −    και   ( )Ε 2, 0 . 

 

 
ii) α) Η εξίσωση της ευθείας ( )ε  είναι 

1 1xx yy 2− =  

  δηλαδή, 

1 1x x y y 2 0.− − =  

 

 

 

Σημείωση 
Η υπερβολή 

2 2

2 2
x y 1
α β

− =  

για την οποία ισχύει  
α β=  

λέγεται ισοσκελής. 
Η εξίσωσή της γράφεται 

2 2 2x y α− = . 
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 β) Έχουμε  

  ( )
( )1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 1

x 2 y 0 2 2x 2
d E , ε

x y x y

⋅ − − ⋅ − +
′ = =

+ +
 

  και 

  ( ) 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1

x 2 y 0 2 2x 2
d E, ε

x y x y

⋅ − ⋅ − −
= =

+ +
 

 
  Επομένως, 

( ) ( ) 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1

2x 2 2x 2
d E , ε d Ε, ε

x y x y

+ −
′ ⋅ = ⋅

+ +
 

         
2
1

2 2
1 1

4x 4
.

x y

−
=

+
 

 Όμως, το σημείο  ( )1 1Μ x , y   ανήκει στην υπερβολή ( )c  και συνεπώς ισχύει 

η σχέση 
2 2
1 1x y 2− =  

  δηλαδή, 
2 2
1 1x y 2.= +  

  Άρα, 

( ) ( )
( )2

1

2 2
1 1

4 y 2 4
d E , ε d Ε, ε

y 2 y

+ −
′ ⋅ =

+ +
 

                   
2
1
2
1

4y 4

2y 2

+
=

+
 

                        
( )
( )

2
1

2
1

4 y 1
2.

2 y 1

+
= =

+
 

 
 

( )ε

  Ε΄        Ο               Ε 
x 

y 

( )1 1Μ x , y
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Προτεινόμενες Ασκήσεις 
 

 
94. Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώ-

σεις: 

 i) Όταν έχει εστίες τα σημεία ( ) ( )7, 0 , 7, 0′Ε − Ε   και κορυφές τα σημεία  

( )5, 0′Α −   και   ( )5, 0Α . 

 ii) Όταν έχει εστίες τα σημεία ( ) ( )16, 0 , 16, 0′Ε − Ε   και εκκεντρότητα ε = 2. 

 iii) Όταν έχει τις εστίες της στον άξονα x x,′ κορυφές τα σημεία ( )A 3,0′ − , 

( )Α 3,0  και διέρχεται από το σημείο ( )Μ 3, 2 .  

 

 

95. Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις:  

 i) Όταν έχει εστίες τα σημεία  ( ) ( )0, 10 , 0, 10′Ε − Ε   και  ασύμπτωτες τις 

ευθείες  

y 3x= −   και  y 3x.=  

 ii) Όταν έχει τις εστίες της στον άξονα y y,′ εστιακή απόσταση ( )E E 10′ =  και 

ασύμπτωτες τις ευθείες  

4y x
3

=   και  
4y x.
3

= −  

 

 

96. Να βρείτε τις εστίες, την εκκεντρότητα και τις ασύμπτωτες της υπερβολής: 

 i) 2 24x 25y 100− =      ii) 2 2y x 49− =  

 iii) 2 2x 9y 16− =       iv) 2 29y 100x 900.− =    
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97. Να βρείτε την εξίσωση της  υπερβολής  σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις: 
 i) Όταν έχει εστίες τα σημεία ( ) ( )5,0 , 5, 0′Ε − Ε  και διέρχεται από το σημείο 

95, .
4

 Μ − 
 

 

 ii) Όταν έχει τις εστίες της στον άξονα  y y′ , ασύμπτωτες τις ευθείες με εξι-
σώσεις  

y 2x=   και  y 2x= −  
  και εμβαδό ορθογωνίου βάσης 8 τ.μ. 
 

 
98. Δίνεται ο κύκλος ( )c  με εξίσωση 

( )22x y 1 5.+ − =  
 Να βρείτε: 
 i) τα σημεία τομής του κύκλου ( )c  με τον άξονα x x′  

 ii) την εξίσωση της ισοσκελούς υπερβολής η οποία έχει εστίες τα σημεία που 
βρήκατε στο ερώτημα i). 

 

99. Δίνεται η έλλειψη ( )c  με εξίσωση 
2 2x y 1.

9 4
+ =  

 Να βρείτε: 
 i) τις εστίες και τις κορυφές της έλλειψης ( )c  

 ii) την εξίσωση της υπερβολής η οποία έχει εστίες τις κορυφές της έλλειψης ( )c  
και κορυφές τις εστίες της έλλειψης ( )c . 

 

100. Δίνεται η υπερβολή  ( )c   με εξίσωση 
2

2 yx 1.
3

− =  

 Να βρείτε: 
 i) τις ασύμπτωτες της  υπερβολής ( )c  

 ii) την εξίσωση του κύκλου ( )1c  ο οποίος έχει κέντρο τη δεξιά εστία της υπερ-
βολής ( )c  και διέρχεται από την αρχή των αξόνων 

 iii) τα σημεία τομής των ασύμπτωτων της υπερβολής ( )c  με τον κύκλο ( )1c . 
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101. Δίνεται η έλλειψη  ( )c   με εξίσωση 

2 29x 25y 225.+ =  

 Να βρείτε: 

 i) τις  εστίες ′Ε  και  Ε  της  έλλειψης ( )c  

 ii) την εξίσωση της υπερβολής ( )1c  η οποία έχει τις ίδιες εστίες με την έλλειψη 

( )c  και  εκκεντρότητα  ε 2.=  
 

 

102. Δίνεται η υπερβολή  ( )c   με εξίσωση 

2 2x y 25− =  

 και η ευθεία ( )ε  με εξίσωση  y 12.=  

 i) Να βρείτε τα σημεία Ρ και Σ  στα οποία η ευθεία ( )ε  τέμνει την υπερ-         

βολή ( )c . 

 ii) Να αποδείξετε ότι ο κύκλος με διάμετρο ΡΣ διέρχεται από τις κορυφές της 

υπερβολής ( )c . 

 
 

103. Μια υπερβολή ( )c   έχει εξίσωση 

2 2

2 2
x y 1
α β

− = ,  με  α, β 0>  

 και εκκεντρότητα  ε 3.=  

 i) Nα  αποδείξετε ότι   2 2β 8α .=  

 ii) Αν η υπερβολή ( )c  διέρχεται από το σημείο ( )2, 4Μ  να βρείτε: 

  α) τις τιμές των  α  και  β      

  β) τις εστίες της υπερβολής. 
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104. Μία υπερβολή ( )c  έχει εξίσωση 
2 2

2 2
x y 1
α β

− =  με  α, β 0> , 

 εστία το σημείο ( )13, 0Ε   και ασύμπτωτη την ευθεία ( )ε  με εξίσωση  

5y x.
12

=  

 i) Να βρείτε τα μήκη των αξόνων της υπερβολής ( )c . 

 ii) Nα βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )η  η οποία διέρχεται από το σημείο 
( )13, 0Ε  και είναι κάθετη στην ευθεία ( )ε . 

 iii) Aν Z είναι το σημείο τομής των ευθειών ( )ε  και ( )η  και Ο είναι η αρχή των 
αξόνων, να αποδείξετε ότι: 

  α)  ( ) βΕΖ =        β)  ( ) αΟΖ = . 

 

105. Δίνεται η υπερβολή  ( )c  με  εξίσωση 
2 2x y 2.− =  

 i) Να βρείτε τις εστίες ′Ε  και  Ε  της  υπερβολής ( )c . 

 ii) Aν  Μ είναι τυχαίο σημείο της υπερβολής ( )c  και Ο είναι η αρχή των αξό-
νων, να αποδείξετε ότι 

( ) ( ) ( )2ΟΜ Ε Μ ΕΜ .′= ⋅  
 

 
106. Δίνεται  η  υπερβολή  ( )c   με εξίσωση 

2 2

2 2
x y 1
α β

− = ,  με  α, β 0>  

 η οποία έχει εστίες τα σημεία ,′Ε Ε και εκκεντρότητα ε 5.=  

 Να αποδείξετε ότι: 

 i) β 2α=  

 ii) αν  Μ είναι σημείο της υπερβολής ( )c  τέτοιο, ώστε ( ) ( )ME 4α ME′= >  

τότε: 

  α) ( )ΜΕ 2α′ =  

  β) το τρίγωνο Ε ΜΕ′  είναι ορθογώνιο.  
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107. Δίνεται ο κύκλος ( )1c   με εξίσωση 

( )2 2x 5 y 16+ + =  

 και το σημείο ( )E 5, 0 .  

 i) Να βρείτε το κέντρο E′  και την ακτίνα 1ρ  του κύκλου ( )1c . 

 ii) Ένας κύκλος ( )c  διέρχεται από το σημείο Ε και εφάπτεται εξωτερικά του 
κύκλου  ( )1c .  Αν Μ είναι το κέντρο του κύκλου ( )c ,  να αποδείξετε ότι: 

  α) ( ) ( )ΜΕ 4 ΜΕ′ = +  

  β) το  σημείο  Μ  ανήκει στο δεξιό κλάδο της υπερβολής 
2 2x y 1.

4 21
− =  

 

 
108. Δίνεται η υπερβολή ( )c  με εξίσωση 

2 2x y 1.
4 5
− =  

 i) Να βρείτε τις εστίες ( ) ( )E γ, 0 , Ε γ, 0′ −  και την εκκεντρότητα ε  της υπερβο-
λής ( )c . 

 ii) Αν το σημείο ( )1 1x , yΜ  με  1x 0>   ανήκει στην υπερβολή ( )c ,  να αποδεί-
ξετε ότι: 

  α) ( ) ( )2 2
1ΜΕ ΜΕ 12x′ − =   β) ( ) ( )ΜΕ ΜΕ′ >  

  γ) ( ) ( )ΜΕ ΜΕ 4′ − =    δ) ( ) 1ΜΕ εx 2′ = +  και ( ) 1ΜΕ εx 2.= −  

 

109. Δίνεται  η υπερβολή  ( )c   με εξίσωση 
2 2

2 2
x y 1
α β

− = , με  α, β 0>  

 η οποία διέρχεται από τα σημεία ( )3, 4Ρ   και   ( )2, 2 .Σ  

 Να  βρείτε: 
 i) τους α και β 
 ii) την εκκεντρότητα της υπερβολής ( )c  

 iii) την εξίσωση της εφαπτομένης της υπερβολής ( )c  στο σημείο Ρ. 
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110. Δίνεται η υπερβολή ( )c  με εξίσωση 
2 2

2 2
x y 1
α β

− = ,  με  α,β 0>  

 η οποία  έχει εκκεντρότητα  
ε 2=  

 και  διέρχεται από το σημείο ( )5, 3 .Μ −  

 i) Να αποδείξετε ότι   
α β 4.= =  

 ii) Nα βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της υπερβολής ( )c  στο σημείο Μ. 

 

111. Δίνονται οι υπερβολές ( )1c   και ( )2c  με εξισώσεις 
2

2x y 1
2
− =    και   

2
2 xy 1

2
− =  

 αντίστοιχα. 
 i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )ε  της υπερβολής ( )1c  στο σημείο 

( )2,1 .Μ  

 ii)  Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες των σημείων Κ και Λ στα οποία η ευθεία 
( )ε  τέμνει την υπερβολή ( )2c . 

 iii)  Να αποδείξετε ότι το σημείο Μ είναι το μέσο του τμήματος ΚΛ. 

 

112. Δίνεται το σημείο 
1 1Μ t , t
t t

 + − 
 

   με   t *.∈  

 i) Να αποδείξετε ότι το σημείο Μ ανήκει στην υπερβολή ( )c  με εξίσωση 
2 2x y 1

4 4
− =  

  για όλες τις τιμές του t *.∈  
 ii) Για  t 2,=  να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της υπερβολής ( )c  στο 

σημείο Μ. 
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113. Έστω η υπερβολή ( )c  με εξίσωση 

2 2

2 2
x y 1
α β

− = , με  α, β 0>  

 η οποία διέρχεται από το σημείο  ( )4, 3 3Μ   και έχει ασύμπτωτη την ευθεία 

( )ε   με εξίσωση   

3y x.
2

=  

 i) Nα βρείτε τους  α  και  β. 
 ii) Να βρείτε την εξίσωση της  ευθείας ( )η  η οποία διέρχεται από το σημείο Μ 

και είναι κάθετη στην εφαπτομένη της υπερβολής ( )c  στο σημείο Μ. 

 iii) Αν η ευθεία ( )η  τέμνει τον άξονα x x′  στο σημείο Ρ και η ευθεία x 4=      
τέμνει την ασύμπτωτη ( )ε  στο σημείο Σ, τότε:  

  α) να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Ρ και Σ 
  β) να αποδείξετε ότι η ευθεία ΡΣ είναι κάθετη στην ασύμπτωτη ( )ε . 

 
 

114. Μία ισοσκελής υπερβολή ( )c  με εστίες τα σημεία   

( )γ, 0′Ε −   και  ( )γ, 0Ε ,  

 διέρχεται από το σημείο   

5 3, .
4 4

 Μ 
 

 

 i) Nα βρείτε την εξίσωση της υπερβολής  ( )c . 

 ii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )η  η οποία διέρχεται από το σημείο Μ 

και είναι κάθετη στην εφαπτομένη της υπερβολής στο σημείο Μ. 
 iii) Aν Ρ, Σ είναι τα σημεία τομής της ευθείας ( )η  με τους άξονες x x′  και y y′  

αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το σημείο Μ είναι το μέσο του ΡΣ. 
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115. Δίνεται η υπερβολή  ( )c   με εξίσωση  
2 2x 2y 1.− =  

 Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της υπερβολής ( )c  οι οποίες: 
 i) είναι παράλληλες προς την ευθεία ( )ε  με εξίσωση  

3y x 5
4

= +  

 ii) διέρχονται από το σημείο 
10, .
2

 Ρ − 
 

 

 
116. Δίνεται η υπερβολή  ( )c   με εξίσωση  

2
2 yx 1.

3
− =  

 Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της  υπερβολής ( )c  οι οποίες: 
 i) είναι παράλληλες προς την ευθεία y 2x=  
 ii) διέρχονται από το σημείο ( )0,1 .Ρ  
 

117. Δίνεται η υπερβολή  ( )c   με εξίσωση  
2 2x y 1.

4 3
− =  

 i) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που εφάπτεται στην υπερβολή ( )c  σε 
κάποιο σημείο  

( )1 1x , yΜ  με 1x 0> και  1y 0<  
  και σχηματίζει με τους     ημιάξονες xO   και  yO   ισοσκελές τρίγωνο. 

 ii) Να υπολογίσετε το εμβαδό του παραπάνω ισοσκελούς τριγώνου.  
 

 
118. Δίνεται η υπερβολή  ( )c   με εξίσωση  

2 2x y 8− =  
 και η ευθεία ( )ε  με εξίσωση   

y 3x 8.= − +  
 Να αποδείξετε ότι: 
 i) η ευθεία ( )ε  έχει ακριβώς ένα κοινό σημείο με την υπερβολή ( )c  
 ii) η ευθεία ( )ε  εφάπτεται στην υπερβολή ( )c . 
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Σχετική Θέση Ευθείας και Κωνικής Τομής 
 
Για να βρούμε τη σχετική θέση ευθείας και κωνικής τομής αρκεί να βρούμε πόσες λύ-
σεις έχει το σύστημα των εξισώσεών τους. Η επίλυση αυτού του συστήματος μας οδη-
γεί στην επίλυση μιας εξίσωσης η οποία είναι το πολύ δεύτερου βαθμού. 
 

• Αν η εξίσωση αυτή έχει δύο ρίζες άνισες 

(όταν είναι δευτέρου βαθμού) ή μία απλή 
ρίζα (όταν είναι πρώτου βαθμού), τότε η 
ευθεία τέμνει την κωνική τομή. 

 
 

• Αν η εξίσωση έχει μία διπλή ρίζα, δη-

λαδή αν είναι δευτέρου βαθμού, με δια-
κρίνουσα Δ 0,= τότε η ευθεία εφάπτε-
ται της κωνικής τομής. 

 
 
 

• Αν η εξίσωση δεν έχει ρίζες, τότε η ευ-

θεία δεν έχει κανένα κοινό σημείο με 
την κωνική τομή. 

 
 
 
Παράδειγμα 
 

Δίνεται η παραβολή 2c : y x.=   
 

 Η ευθεία 1ε : y 2=  τέμνει την παραβολή ( )c , αφού το σύστημα των εξισώσεών 

τους μας οδηγεί στην πρωτοβάθμια εξίσωση x 4=  (απλή ρίζα). 
 

 Η ευθεία 2ε : x 0=  εφάπτεται της παραβολής ( )c ,  αφού το σύστημα των εξισώ-

σεών τους μας οδηγεί στη δευτεροβάθμια εξίσωση 2y 0=  (η οποία έχει διπλή ρί-
ζα). 

( )ε

( )c

( )c

( )c

( )ε

( )ε

( )ε
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Λυμένες Ασκήσεις 
 

 
43. Να βρείτε τη σχετική θέση της ευθείας 

ε : y x 1= +  
 και της παραβολής 

2c : y 4x.=  
 Σε περίπτωση που υπάρχουν κοινά σημεία, να βρείτε τις συντεταγμένες 

τους. 
 
 

Λύση 
 

Θεωρούμε το σύστημα 
( )
( )2

y x 1

y 4x

1

2

 = +


=
 

Η εξίσωση (2) λόγω της (1) γράφεται 
    ( )2x 1 4x+ =  

   2x 2x 1 4x⇔ + + =  

 
2x 2x 1 0.⇔ − + =  

Η τελευταία εξίσωση έχει μία διπλή 
ρίζα, την x 1= . Άρα, η ευθεία ( )ε  ε-
φάπτεται της παραβολής ( )c .  Το ση-
μείο επαφής είναι το σημείο ( )M 1, 2 .  

 
44. Δίνεται η ευθεία 

ε : y x κ, κ= + ∈  

 η οποία τέμνει τον κύκλο 
2 2c : x y 2+ =  

 σε δύο σημεία Α και Β.  
 i) Να αποδείξετε ότι  

2 κ 2.− < <  
 ii) Nα βρείτε την τιμή του κ για την οποία το μέσο Μ του τμήματος 

ΑΒ έχει τετμημένη  

0
1x .
2

=  

y

x

( )M 1, 2

( )ε

( )c

O
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Λύση 

i) α΄ τρόπος: 

 Παρατηρούμε ότι ο κύκλος ( )c  έχει κέντρο 

το σημείο ( )Ο 0,0  και ακτίνα ρ 2.=  Η ευ-
θεία ( )ε  τέμνει τον κύκλο ( )c  σε δύο σημεία 

αν και μόνο αν  

( )d O,ε ρ<  

 ή ισοδύναμα 

   ( )22

0 0 κ
2

1 1

− +
<

+ −
.

 
 Δηλαδή, 

κ 2<  
 και τελικά 

2 κ 2.− < <  
 
 
 β΄ τρόπος: 

 Θεωρούμε το σύστημα  

2 2

y x κ
x y 2.
= +

 + =
 

 Η δεύτερη εξίσωση του συστήματος, λόγω της πρώτης, γίνεται  

 ( )22 2 2x x κ 2 2x 2κx κ 2 0+ + = ⇔ + + − =  (1) 

 Η ευθεία ( )ε  τέμνει τον κύκλο ( )c  σε δύο σημεία αν και μόνο αν η εξίσωση (1) 
έχει δύο ρίζες  1 2x x .<  

 Δηλαδή, αν και μόνο αν ισχύει  
  ( )2 2Δ 0 4κ 8 κ 2 0> ⇔ − − >  

                           2κ 4 0⇔ − + >  
        ( )κ 2, 2 .⇔ ∈ −  

 
 

Σημείωση 
Μια ευθεία (ε) τέμνει έναν 
κύκλο (c) σε δύο σημεία αν 
και μόνο αν η απόσταση του 
κέντρου του κύκλου (c) από 
την ευθεία (ε) είναι μικρότερη 
από την ακτίνα του. 

( )ε

( )c
Oρ

Α

Β

M
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ii) Γνωρίζουμε ότι οι ρίζες  1x  και 2x  της εξίσωσης 

 
2 22x 2κx κ 2 0+ + − =       (1) 

 είναι οι τετμημένες των σημείων Α και Β. Επίσης, το σημείο ( )0 0Μ x , y  είναι το 

μέσο του ΑΒ. Έχουμε λοιπόν 

1 2
0

x x x
2
+

= 1 2x x 1
2 2
+

⇔ = 1 2x x 1⇔ + = . 

 Όμως, σύμφωνα με τους τύπους Vieta, ισχύει  

1 2
β 2κx x κ
α 2

+ = − = − = − . 

 Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι   
κ 1− =  

 δηλαδή 
κ 1= − . 

 

 

 
45. Δίνεται η ευθεία 

ε : x y μ 0, μ+ + = ∈  
 και η παραβολή 

2c : x 8y.=  
 Να βρείτε, για τις διάφορες τιμές του μ, τη σχετική θέση της ευθείας 

( )ε  και της παραβολής ( )c . 
 

Λύση 

Θεωρούμε το σύστημα 
( )
( )2

x y μ 0

x 8y

 + + =


=

1

2
 

Για την επίλυση του συστήματος λύνουμε την (1) ως προς y, oπότε έχουμε  
y x μ,= − −  

και αντικαθιστούμε στη (2).  Έτσι, προκύπτει η εξίσωση 
 ( )2x 8 x μ= − − 2x 8x 8μ⇔ = − − 2x 8x 8μ 0⇔ + + =     (3) 

Η εξίσωση αυτή είναι δευτέρου βαθμού με διακρίνουσα 

( )Δ 64 32μ 32 2 μ .= − = −  

Έχουμε λοιπόν: 
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• Αν ( )Δ 0 32 2 μ 0 μ 2,> ⇔ − > ⇔ <  τότε 

η εξίσωση (3) έχει δύο ρίζες άνισες. Δη-
λαδή, η ευθεία και η παραβολή τέμνονται 
σε δύο σημεία. 

• Αν ( )Δ 0 32 2 μ 0 μ 2,= ⇔ − = ⇔ =  τότε 

η εξίσωση (3) έχει μία διπλή ρίζα. Δηλα-
δή, η ευθεία εφάπτεται της παραβολής. 

• Αν ( )Δ 0 32 2 μ 0 μ 2,< ⇔ − < ⇔ >  τότε 

η εξίσωση (3) δεν έχει ρίζες. Δηλαδή, η 
ευθεία και η παραβολή δεν έχουν κανένα 
κοινό σημείο. 

 
 
46. Δίνεται το σημείο ( )Μ 0, 5  και η έλλειψη ( )c  με εξίσωση  

2 2x y 1.
20 5

+ =  

 Μία ευθεία ( )ε  διέρχεται από το σημείο Μ και εφάπτεται της έλλει-

ψης ( )c  σχηματίζοντας οξεία γωνία με τον άξονα x x.′  
 Να βρείτε: 
 i) την εξίσωση της ευθείας ( )ε  
 ii) τις συντεταγμένες του σημείου επαφής. 

 
 
 
 
 
 
 

Λύση 
 

i) Γνωρίζουμε ότι η ευθεία ( )ε  σχηματίζει 

οξεία γωνία  με τον άξονα x x.′  
 Επομένως, έχει συντελεστή διεύθυνσης 

λ 0.>  
 Και επειδή διέρχεται από το σημείο 

( )Μ 0,5  

 έχει εξίσωση 
  ( )y 5 λ x 0− = −  

y λx 5.⇔ = +  

( )ε

y 

P ( )c

O x 

( )Μ 0,5

Ο 

2x 8y=

x 

y 

μ 2=

y x μ= − −

μ 2<

μ 2>
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 Θεωρούμε λοιπόν το σύστημα 

2 2

y λx 5
x y 1.
20 5

= +



+ =

 

 Θέτουμε στη δεύτερη εξίσωση του συστήματος, όπου  
y λx 5= + , 

 οπότε προκύπτει η εξίσωση 

         
( )22 λx 5x 1

20 5
+

+ =  

     ( )22x 4 λx 5 20⇔ + + =  

     ( )2 2 2x 4 λ x 10λx 25 20⇔ + + + =  

     ( )2 24λ 1 x 40λx 80 0⇔ + + + =            (1) 

 Πρόκειται για εξίσωση δευτέρου βαθμού, αφού  
24λ 1 0,+ >  για κάθε λ 0>  

 με διακρίνουσα 
( )2 2 2Δ 40 λ 4 80 4λ 1= − ⋅ + ( )2320 λ 1 .= −  

 Και επειδή η ευθεία ( )ε  εφάπτεται της έλλειψης ( )c  συμπεραίνουμε ότι η εξίσω-

ση (1) έχει μια διπλή ρίζα. Δηλαδή, 

Δ 0= ( )2320 λ 1 0⇔ − = λ 1,⇔ =  

 αφού λ 0> . 
 Άρα, η ευθεία ( )ε  έχει εξίσωση 

y x 5.= +  

 
ii) Αποδείξαμε ότι  λ 1= . 
 Οπότε, η εξίσωση (1) γράφεται 

       25x 40x 80 0+ + = ( )25 x 8x 16 0⇔ + + = ( )25 x 4 0⇔ + = x 4.⇔ = −  

 Επομένως,  
       y 4 5 1.= − + =  

 Άρα, το σημείο επαφής της ευθείας ( )ε  με την έλλειψη ( )c  είναι το σημείο  

( )P 4,1 .−  
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47. Δίνεται η υπερβολή 
2

2 yc : x 1.
4

− =  

 i) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της υπερβολής ( )c .   

 ii) Να αποδείξετε ότι κάθε ευθεία παράλληλη σε κάποια από τις  

ασύμπτωτες της ( )c  τέμνει τη ( )c  σε ένα ακριβώς σημείο. 

 
 
Λύση 
 

i) Oι ασύμπτωτες ( )1ε  και  ( )2ε  της 
υπερβολής ( )c  έχουν εξισώσεις 

yx 0 y 2x
2

− = ⇔ =  

 και 
yx 0 y 2x
2

+ = ⇔ = −  

 αντίστοιχα. 
 

 

ii) Oι ασύμπτωτες ( )1ε  και  ( )2ε  έχουν συντελεστές διεύθυνσης 2 και 2−  αντίστοι-
χα.  Επομένως, κάθε ευθεία παράλληλη στην ( )1ε  ή στην ( )2ε  έχει αντίστοιχα    

εξίσωση της μορφής  

1ζ : y 2x κ= +    και   2ζ : y 2x κ,= − +   με  κ *.∈  

 Οι συντεταγμένες των κοινών σημείων της ευθείας ( )1ζ  με την υπερβολή ( )c  

είναι  η λύση του συστήματος 

2
2

y 2x κ
yx 1.
4

= +



− =

 

 

( )2ε ( )1ε

( )2ζ
( )1ζ

Ο 
 

 y 
 

x 
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 Η δεύτερη εξίσωση του συστήματος, λόγω της πρώτης, γίνεται  

          
( )2

2 2x κ
x 1

4
+

− = ( )224x 2x κ 1⇔ − + =  

     ( )2 2 24x 4x 4κx κ 1⇔ − + + =  24κx κ 1⇔ − − =  

     24κx κ 1⇔ − = +  

 Και επειδή  κ 0≠  συμπεραίνουμε ότι η τελευταία εξίσωση (πρώτου βαθμού) έχει 
μία ρίζα (απλή) την 

2κ 1x .
4κ
+

=
−

 

 Άρα,  η ευθεία ( )1ζ  τέμνει την υπερβολή ( )c  μόνο στο σημείο με τετμημένη 
2κ 1x
4κ
+

= −  

 και τεταγμένη 
2 2κ 1 κ 1y 2 κ .
4κ 2κ

 + −
= − + = 

 
 

 Ομοίως, η ευθεία ( )2ζ  τέμνει την υπερβολή ( )c  μόνο στο σημείο με τετμημένη 
2κ 1x
4κ
+

=  

 και τεταγμένη 
2κ 1y 2 κ
4κ
+

= − +
2κ 1.
2κ
−

=
 

 

 
Προτεινόμενες Ασκήσεις 

 
 
119. Δίνεται η ευθεία 

ε : y x κ, κ= + ∈  

 η οποία εφάπτεται της παραβολής 
2c : y 16x.=  

 Να βρείτε: 
 i) την τιμή του κ       ii) το σημείο επαφής. 
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120. Μία ευθεία ( )ε  διέρχεται από το σημείο ( )Α 0,1 ,  έχει συντελεστή διεύθυνσης λ 
και εφάπτεται της παραβολής 

2c : y 4x.=  

 Να βρείτε: 
 i) την τιμή του λ       ii) το σημείο επαφής.  
 
121. Δίνεται η ευθεία 

ε : y 6x κ, κ= + ∈  
 και η παραβολή 

2c : y x .=  
 i) Να βρείτε τις τιμές του κ για τις οποίες η ευθεία ( )ε  τέμνει την παραβολή 

( )c  σε δύο σημεία.  
 ii) Για τη μικρότερη ακέραια από τις τιμές του κ που βρήκατε στο ερώτημα i) 

να βρείτε τις συντεταγμένες των δύο σημείων τομής. 
 

 

122. Δίνεται η ευθεία 
ε : y 2x 1= +  

 η οποία εφάπτεται της παραβολής 
2c : y 2px.=  

 Να βρείτε: 
 i) την τιμή της παραμέτρου p 
 ii) τις συντεταγμένες του σημείου επαφής της ( )ε  με τη ( )c .  
 

 

123. Δίνεται η ευθεία  
ε : y λx 3, λ= + ∈  

 και η παραβολή 
2c : y 12x.=  

 Να βρείτε, για τις διάφορες τιμές του λ, τη σχετική θέση της ευθείας ( )ε  και της 
παραβολής ( )c .  

 
124. Να αποδείξετε ότι η ευθεία 

ε : y αx α= +  
 εφάπτεται της παραβολής 

2c : y 2px=  

 αν και μόνο αν ισχύει η σχέση  2p 2α .=  
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125. Δίνεται η ευθεία 

ε : y λx β, λ 0= + >  

 ο κύκλος 

( )22
1c : x y 3 8+ − =  

 και η παραβολή 
2

2c : x 4y.=  
 i) Αν η ευθεία ( )ε  εφάπτεται του κύκλου ( )1c ,  να αποδείξετε ότι 

( ) ( )2 2β 3 8 λ 1− = + . 

 ii) Να βρείτε τις τιμές των λ  και  β  έτσι, ώστε η ευθεία ( )ε  να είναι κοινή         
εφαπτομένη  των κωνικών ( )1c  και ( )2c . 

 

126. Να αποδείξετε ότι η ευθεία 

ε : x 2y 5 0+ − =  

 εφάπτεται της έλλειψης 

 
2 2x yc : 1.

9 4
+ =  

 Ποιο είναι το σημείο επαφής; 
 

 

127. Δίνεται η ευθεία 

ε : y λx β με= + λ, β∈  

 και η υπερβολή 
2 2c : x y 8.− =  

 i) Να βρείτε τις τιμές του λ έτσι, ώστε η  ευθεία ( )ε  να τέμνει την υπερβολή 
( )c  σε ένα μόνο σημείο. 

 ii) Αν η ευθεία ( )ε  είναι παράλληλη προς την ευθεία 

ζ : y 3x=  

  και εφάπτεται της υπερβολής ( )c ,  να βρείτε τις τιμές των λ και β. 
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Ερωτήσεις Θεωρίας 
 

 
1. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος με κέντρο το σημείο ( )Ο 0,0  και ακτίνα ρ έχει εξί-

σωση 2 2 2x y ρ .+ =  
 

2. Ποιος κύκλος λέγεται μοναδιαίος ; 
 

3. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη του κύκλου 2 2 2x y ρ+ =  στο σημείο του 
( )1 1Α x , y  έχει εξίσωση 2

1 1xx yy ρ .+ =  
 

4. Να αποδείξετε ότι ο κύκλος με κέντρο το σημείο ( )0 0Κ x , y  και ακτίνα ρ έχει 

εξίσωση  ( ) ( )2 2 2
0 0x x y y ρ .− + − =  

 

5. Να αποδείξετε ότι κάθε κύκλος έχει εξίσωση της μορφής 
 2 2 2 2x y Ax By Γ 0 με Α Β 4Γ 0+ + + + = + − >  (1) 
 και αντιστρόφως, καθε εξίσωση της μορφής (1) παριστάνει κύκλο. 
 

6. Να δώσετε τον ορισμό της παραβολής. 
 

7. Να δώσετε τον ορισμό της έλλειψης. 
 

8. Τι ονομάζουμε εκκεντρότητα της έλλειψης 
2 2

2 2

x y 1;
α β

+ =  

 

9. Ποιες ελλείψεις ονομάζονται όμοιες; 
 
10. Να δώσετε την ορισμό της υπερβολής. 
 

11. Πότε η υπερβολή 
2 2

2 2

x y 1
α β

− =  λέγεται ισοσκελής ; 

 

12. Ποιες είναι οι εξισώσεις των ασυμπτώτων της υπερβολής 
2 2

2 2

x y 1
α β

− = ; 

 

13. Τι ονομάζουμε εκκεντρότητα της υπερβολής 
2 2

2 2

x y 1
α β

− = ; 

 

14. Να διατυπώσετε την ανακλαστική ιδιότητα της υπερβολής. 
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Ερωτήσεις Σωστού-Λάθους 
 

1. Kάθε εξίσωση της μορφής 2 2x y Αx By Γ 0+ + + + =  παριστάνει κύκλο. Σ Λ 
 

2. Η εξίσωση της παραβολής με εστία το σημείο 
pΕ , 0
2

 
 
 

 και διευθετούσα 

την ευθεία pδ : x
2

= −  είναι 2y 2px.=  Σ Λ 

 

3. Σε κάθε παραβολή η κάθετη από την εστία στη διευθετούσα είναι άξονας 
συμμετρίας της παραβολής και λέγεται άξονας της παραβολής. Σ Λ 

 

4. Η εφαπτομένη της παραβολής 2y 2px=  στο σημείο της ( )1 1M x , y  έχει 
εξίσωση ( )1 1yy 2p x x .= +  Σ Λ 

 

5. Η εξίσωση της έλλειψης με εστίες τα σημεία ( ) ( )E γ,0 , Ε γ,0′ −  και στα-

θερό άθροισμα 2α είναι 
2 2

2 2

x y 1,
α β

+ =  όπου 2 2β α γ .= +  Σ Λ 

 

6. Σε κάθε έλλειψη η ευθεία που ενώνει τις εστίες της Ε , Ε′  και η μεσοκά-
θετος του Ε Ε′  είναι άξονας συμμετρίας της έλλειψης. Σ Λ 

 

7. Σε κάθε έλλειψη με εστίες τα σημεία Ε , Ε′  το μέσο του Ε Ε′  είναι κέ-
ντρο συμμετρίας της έλλειψης και λέγεται κέντρο της έλλειψης Σ Λ 

 

8. Για την εκκεντρότητα ε κάθε έλλειψης ισχύει 0 ε 1.< <  Σ Λ 
 

9. Όταν η εκκεντρότητα ε μιας έλλειψης τείνει στο μηδέν, η έλλειψη τείνει 
να γίνει κύκλος. Σ Λ 

 

10. Όταν η εκκεντρότητα ε μιας έλλειψης τείνει στη μονάδα, η έλλειψη τείνει 
να εκφυλιστεί σε ευθύγραμμο τμήμα. Σ Λ 

 

11. Η εφαπτομένη της έλλειψης 
2 2

2 2

x y 1
α β

+ =  στο σημείο της ( )1 1Μ x , y  έχει 

εξίσωση 1 1xx yy 1.
α β

+ =  Σ Λ 
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12. Σε κάθε υπερβολή η εστιακή απόσταση είναι μικρότερη από τη σταθερή 
διαφορά. Σ Λ 

 
13. Η εξίσωση της υπερβολής με εστίες τα σημεία ( )Ε 0, γ′ − , ( )Ε 0, γ  και 

σταθερή διαφορά 2α είναι 
2 2

2 2

x y 1
α β

− =  όπου 2 2β γ α .= −  Σ Λ 

 
14. Σε κάθε υπερβολή η ευθεία που ενώνει τις εστίες της Ε , Ε′  και η μεσο-

κάθετη του Ε Ε′  είναι άξονες συμμετρίας της υπερβολής Σ Λ 
 
15. Σε κάθε υπερβολή με εστίες Ε , Ε′  το μέσο Ο του Ε Ε′  είναι κέντρο συμ-

μετρίας της και λέγεται κέντρο της υπερβολής. Σ Λ 
 
16. Κάθε υπερβολή αποτελείται από δύο χωριστούς κλάδους. Σ Λ 
 

17. Οι ασύμπτωτες της υπερβολής 
2 2

2 2

x y 1
α β

− =  είναι οι ευθείες 

α αy x, y x.
β β

= = −  Σ Λ 

 
18. Κάθε ισοσκελής υπερβολή έχει ασύμπτωτες τις ευθείες  
  y x=  και y x.= −  Σ Λ 

 
19. Υπάρχει υπερβολή με εκκεντρότητα ε 1.=  Σ Λ 
 
20. Κάθε ισοσκελής υπερβολή έχει εκκεντρότητα ε 2.=  Σ Λ 
 

21. Η εφαπτομένη της υπερβολής 
2 2

2 2

x y 1
α β

− =  στο σημείο της ( )1 1Μ x , y  

έχει εξίσωση 1 1
2 2

xx yy 1.
α β

− =  Σ Λ 
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Διαγώνισμα 
 

 

Θέμα Α 
 

A1. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη του κύκλου  
2 2 2c : x y ρ+ =  

 στο σημείο του  ( )1 1Α x , y   έχει εξίσωση  

2
1 1xx yy ρ .+ =  

Α2. Έστω μια ευθεία ( )δ  και ένα σημείο Ε  εκτός της  ( )δ . Τι ονομάζουμε παραβο-
λή με εστία το σημείο Ε και διευθετούσα την ευθεία ( )δ ; 

Α3. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας δίπλα στο γράμμα 
που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή 
Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

 α) Κάθε κύκλος έχει εξίσωση της μορφής 
2 2x y Ax By Γ 0+ + + + =    με       2 2 4 0.Α + Β − Γ >  

 β) Η εφαπτομένη της παραβολής  
2y 2px=  

  στο σημείο της ( )1 1Μ x , y  έχει εξίσωση 

( )1 1yy 2p x x .= +  

 γ) Όσο μεγαλύτερη είναι η εκκεντρότητα μιας έλλειψης τόσο πιο επιμήκης γί-
νεται η έλλειψη. 

 δ) Οι ασύμπτωτες της υπερβολής  
2 2

2 2
x y 1
α β

− =  

  είναι οι ευθείες 

βy x
α

=      και      βy x.
α

= −  

 ε) Υπάρχουν μία έλλειψη και μία υπερβολή που έχουν την ίδια εκκεντρότητα.  

  
 
 



368                        Μαθηματικά Β΄ Λυκείου  

Θέμα Β 
 

Δίνεται η παραβολή  
2

1c : y 2x=  
και η έλλειψη 

2 2

2
x yc : 1.
2 4
+ =  

Β1.  Να βρείτε την εστία Ε και τη διευθετούσα ( )δ  της παραβολής ( )1c .  
Β2.  Να υπολογίσετε την εκκεντρότητα της έλλειψης  ( )2c .  
Β3. Να αποδείξετε ότι τα  κοινά σημεία των δύο παραπάνω κωνικών τομών είναι τα 

σημεία   ( )1, 2Ρ     και     ( )1, 2Σ − . 

Β4. Nα αποδείξετε ότι οι εφαπτομένες των δύο παραπάνω κωνικών τομών στο σημείο 

( )1, 2Ρ   είναι κάθετες μεταξύ τους. 

 
Θέμα Γ 
 

Δίνεται υπερβολή ( )c   η οποία έχει κορυφές τα σημεία ( )Α 1, 0 ,′ −  ( )Α 1, 0   και εκκε-

ντρότητα ε 2.=  
Γ1. Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής ( )c . 
Γ2.  Να βρείτε τις ασύμπτωτες της υπερβολής ( )c .  

Γ3. Μια ευθεία ( )η  διέρχεται από την κορυφή ( )Α 1, 0  της υπερβολής ( )c  και έχει 

συντελεστή διεύθυνσης  λ 3.≠ ±  
 Να αποδείξετε ότι η παραπάνω ευθεία έχει και δεύτερο κοινό σημείο με την        

υπερβολή ( )c ,  εκτός από το σημείο Α. 
 

Θέμα Δ 
 

Δίνεται  η  εξίσωση 

( )
2 2x y λ 3x y ,

2 2
+ = − λ .∈  

Δ1.  Να βρείτε τις τιμές του  λ  για τις οποίες η παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο ( )c . 

Δ2.  Ποιο είναι το κέντρο και ποια είναι η ακτίνα του κύκλου ( )c ; 

Δ3. Να αποδείξετε ότι τα κέντρα των παραπάνω κύκλων ανήκουν στην ίδια ευθεία. 
Ποια είναι  η εξίσωση αυτής της ευθείας; 

Δ4. Να αποδείξετε ότι οι παραπάνω κύκλοι διέρχονται από σταθερό σημείο. 
Δ5. Nα αποδείξετε ότι οι παραπάνω κύκλοι έχουν κοινή εφαπτομένη στο κοινό τους 

σημείο. Ποια είναι η εξίσωση αυτής της εφαπτομένης;  



Θέματα για Επανάληψη
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«H επίλυση προβλημάτων αποτελεί 
ιδιαίτερο επίτευγμα της νόησης και η νόηση 
είναι το ιδιαίτερο χάρισμα του ανθρώπου. 
Η επίλυση προβλημάτων μπορεί 
να θεωρηθεί ως η πιο χαρακτηριστική 
ανθρώπινη ιδιότητα.» 

         George Polya 
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1. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τα σημεία Ε και Ζ τέτοια, ώστε 
3ΑΕ ΑΒ
4

=
 

 και     1ΒΖ ΒΓ.
2

=
 

 

 Αν οι ευθείες ΑΓ  και  ΕΖ  τέμνονται στο σημείο Κ, τότε:  

  i) να εκφράσετε τα διανύσματα ΑΓ


  και  ΕΖ


 ως γραμμικούς συνδυασμούς 

των διανυσμάτων  

ΑΒ α=




  και  ΑΔ β=
 

 

 ii) να αποδείξετε ότι υπάρχουν λ,μ∈   τέτοιοι, ώστε 

ΑΚ λα λβ= +
 



      και      3ΑΚ α μΕΖ
4

= +
 



 

 iii) να βρείτε τις τιμές των λ και μ 

 iv) να αποδείξετε ότι 

3ΑΚ ΑΓ
2

=
 

    και     ΕΚ 3ΕΖ.=
 

 

 

2. Έστω α, β




 δύο μη συγγραμμικά διανύσματα για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 

2 α β 2 α β− = −
 

 

 

 και 

222 α β 2 α β− = ⋅
 

 

 

 i) Να αποδείξετε ότι 

222 α β 4 α β 4α β− = ⋅ − ⋅
  

  

 

 ii) Nα βρείτε τη γωνία θ των διανυσμάτων  α


  και  β


. 

 iii) Aν ισχύει α 1,=


 να υπολογίσετε τα μέτρα των διανυσμάτων β


 και  α β+




. 
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3. Έστω α, β




 δύο διανύσματα για τα οποία ισχύει η σχέση 

α β 2 α+ =


 

. 

 Αν η γωνία  θ των διανυσμάτων α


  και  α β+




 είναι ίση με π ,
4

 να αποδείξετε 

ότι: 

 i) α β⊥




       ii) α β=




    

 iii)  3α 4β 5 α+ =


 

. 

 

4. Έστω α, β




 δύο μη συγγραμμικά διανύσματα τέτοια, ώστε 

α 1=


     και     β ν,=


        όπου   ν *.∈  

 Αν το μέτρο του διανύσματος α β+




 είναι θετικός ακέραιος αριθμός, να αποδεί-

ξετε ότι:  

 i) α β ν+ =




      ii) 1α β
2

⋅ = −




 

 iii) 2α β ν 2− = +




     iv) 
1συν α, β .
2ν

  = − 
 





 

   
 
 

5. Έστω α, β, γ


   τρία διανύσματα για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 

α β γ 1= = =


   

 και 
α β 2β γ 2γ α 3⋅ + ⋅ + ⋅ = −
 

   . 

 Να αποδείξετε ότι: 

 i) α β 2γ 0+ + =


       ii) α β α β+ = +
 

 

 

 iii) α β↑↑




       iv) α β γ= = −


  . 
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6. Έστω διανύσματα α, β, γ


   τέτοια, ώστε 

α 2β 3γ 0+ + =
 

        και       
β γ

α
4 3

= =







 

 Nα αποδείξετε ότι: 
 i) α 2β α 2β+ = +

 

 

    ii) α β↑↑




 

 iii) β 4α=




       iv) γ 3α= −
  

 

 
7. Δίνονται τα διανύσματα α,β





 τέτοια, ώστε 
22α β 13 4 α 6 β και α β.+ + = + ⊥
  

  

 

 i) Nα αποδείξετε ότι α 2 και β 3= =




 

 ii) Να βρείτε  το μέτρο του διανύσματος γ 3α 2β= +




  

 iii) Nα βρείτε τη γωνία θ των διανυσμάτων α και γ
   

 iv) Να βρείτε την τιμή του λ∈  ώστε τα διανύσματα γ   και λα β+




 να είναι  
κάθετα μεταξύ τους. 

 
 
 
8. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ τέτοιο, ώστε 

AB α β= +
 



    και     AΓ 9α 5β= −
 



 

 όπου α, β




 διανύσματα τέτοια, ώστε 

α 1, β 2= =




  και   ΒΓ 4 7=


 

 i) Να αποδείξετε ότι α β 1⋅ =




 

 ii) Nα αποδείξετε ότι η διάμεσος ΑΜ του τριγώνου ΑΒΓ είναι κάθετη στην 
πλευρά ΑΒ. 

 iii) Να υπολογίσετε το μήκος της διαμέσου ΑΜ. 

 iv) Nα βρείτε τη γωνία ( )α, β
∧ 



. 
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9. Έστω διανύσματα α, β και γ


 

 τέτοια, ώστε 

  α 2, β 1= =




 

  ( ) 2πα, β
3

∧
=





   

       ( )γ α //β−




  

     ( )γ α 2β⊥ −




. 

 i)  Nα βρείτε το εσωτερικό γινόμενο α β⋅




. 

 ii)  Nα αποδείξετε ότι  

γ α 2β.= +




 

 iii)  Να υπολογίσετε το μέτρο του διανύσματος γ.  

 iv)  Να βρείτε τη γωνία θ των διανσυμάτων α και γ.
 

 
 
 
10. Έστω α, β





 δύο διανύσματα τέτοια, ώστε 

( )α 1, β 2 και α α β= = ⊥ +
 

  

. 

 i) Nα βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων α


  και  β


. 

 ii) Aν για κάποιο διάνυσμα  γ  ισχύει η σχέση ( )γ 2α α,− ⊥
    τότε:  

  α) να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόμενο γ α⋅
  

  β) να αποδείξετε ότι υπάρχει  λ∈   τέτοιος, ώστε 

( )γ 2α λ α β− = +


   

  γ) να βρείτε την τιμή του λ έτσι, ώστε  γ β 4.⋅ =


  
 

11. Έστω α, β, γ


   τρία διανύσματα για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 

α β ,=




     γ α γ β⋅ = ⋅


         και       α β≠




. 

 i) Να αποδείξετε ότι  

( ) ( )α β α β− ⊥ +
 

 

. 
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 ii) Να αποδείξετε ότι  

( )γ / / α β+


 . 

 iii) Αν ισχύουν επίσης οι σχέσεις   
2α α β 3+ ⋅ =



 

     και     γ α 9⋅ =
 , 

  τότε:  

  α) να αποδείξετε ότι   α β 0+ ≠
 



 

   β) να εκφράσετε το διάνυσμα γ  ως γραμμικό συνδυασμό των διανυσμά-

των  α


 και  β


. 

 
12. Έστω α



 και β


 δύο διανύσματα τέτοια, ώστε 

α β 1= =




 

 και η συνάρτηση 

( )f x α xβ , x= + ∈




 . 

 Αν θ είναι η γωνία των διανυσμάτων α


 και β


,  να αποδείξετε ότι: 

 i) ( ) 2f x x 2συνθ x 1= + ⋅ +   για κάθε x∈  

 ii) ( )f x ημθ≥  για κάθε x∈  

 iii) αν ο αριθμός 0 είναι η ελάχιστη τιμή της συνάρτησης  f,  τότε   

α β ή α β.= = −
 

 

 

 

13. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΟΑΒΓ, όπου Ο η αρχή των αξόνων, ( )A 3,1  και 

τέτοιο, ώστε 

( )ΑB 1, 2 .=


 

 i)  Nα βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων Β και Γ. 
 ii)  Nα  υπολογίσετε τα μήκη των διαγωνίων του ΟΑΒΓ. 

 iii)  Να βρείτε τη γωνία θ των διανυσμάτων OA


 και OΓ


. 
 iv)  Αν Β′  είναι το συμμετρικό του σημείου Β ως προς τον άξονα x x,′  να εκ-

φράσετε το διάνυσμα OB′


 ως γραμμικό συνδυασμό των διανυσμάτων OA


 
και ΟΓ.
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14. Δίνεται η εξίσωση 
( )λx 2λ 1 y 1 0.+ + + =  

 i) Να αποδείξετε ότι η δοθείσα εξίσωση παριστάνει ευθεία ( )λε  για κάθε 

τιμή του λ∈  
 ii) Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες ( )λε  διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

 iii) Να βρείτε ποια από τις ευθείες ( )λε  είναι κάθετη στην ευθεία η : y 3x.=  

 iv) Nα εξετάσετε αν υπάρχει ευθεία ( )λε  η οποία είναι παράλληλη προς την 
ευθεία ζ : x 2y 1 0.+ + =  

 

15. Δίνεται η εξίσωση 
2 2x y 2xy 4x 4y 3 0+ + + + + = . 

 i) Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει δύο ευθείες ( )1ε  και 

( )2ε  οι  οποίες είναι μεταξύ τους παράλληλες. 

 ii)  Nα βρείτε την απόσταση των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε . 

 iii) Nα βρείτε την εξίσωση της μεσοπαράλληλης των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε . 

 

16. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ( )Α 0, 2   και   ( )Β 1, 3− −   το οποίο έχει 
κέντρο το σημείο ( )Κ α,0  του θετικού ημιάξονα Οx. 

 i) Nα βρείτε συναρτήσει του α  τις συντεταγμένες των σημείων Γ και Δ.  

 ii) Αν το εμβαδό του παραλληλόγραμμου ΑΒΓΔ είναι 24 τ.μ., να βρείτε:  

  α) την εξίσωση της ευθείας ΓΔ 

  β) το σημείο της  ευθείας ΓΔ που βρίσκεται πιο κοντά στο σημείο ( )Ε 1,9 .  

 
17. Έστω  τετράγωνο ΑΒΓΔ με ( )Α 0, 2 ,  ( )Β 1,0   και τέτοιο, ώστε το κέντρο του Κ 

να βρίσκεται πάνω στην ευθεία y x.=   Nα βρείτε:  

 i) τις συντεταγμένες του σημείου  Κ 
 ii) τις συντεταγμένες των κορυφών  Γ  και  Δ 
 iii) το εμβαδό του τριγώνου που σχηματίζει η ευθεία ΓΔ με τους άξονες x x′  

και y y.′   



Επαναληπτικά Θέματα  377 
 

18. Δίνονται οι ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  με αντίστοιχες εξισώσεις  

y x 1= +     και     y 2x 1.= +  

 i) Να βρείτε το σημείο τομής Α των ευθειών ( )1ε  και ( )2ε . 

 ii) Mία ευθεία ( )ε  διέρχεται από το σημείο ( )Κ 2, 4  και τέμνει τις ευθείες 

( )1ε  και ( )2ε  στα σημεία ( )1 1Β x , y   και   ( )2 2Γ x , y   αντίστοιχα. 

   α) Να αποδείξετε ότι 

1 2 1 2x x x x .+ =  

  β) Αν η αρχή των αξόνων Ο, το σημείο Κ και το μέσο Μ του τμήματος ΑΒ 

είναι συνευθειακά σημεία, να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )ε . 

 
19. Δίνεται η εξίσωση 

x λy 2λ 1 0, λ+ − − = ∈ . 

 i) Να αποδείξετε ότι για κάθε λ∈  η παραπάνω εξίσωση παριστάνει ευθεία 
( )λε  η οποία διέρχεται από σταθερό σημείο. 

 ii) Nα υπολογίσετε την απόσταση ( )d λ  της αρχής των αξόνων από την ευ-
θεία ( )λε . 

 iii) Nα αποδείξετε ότι η μέγιστη τιμή της απόστασης  ( )d λ   είναι ίση με  5.  

 iv) Nα βρείτε την ευθεία ( )λε  για την οποία η απόσταση ( )d λ  γίνεται μέγι-
στη. 

 

20. Δίνεται η εξίσωση 
( ) ( ) ( )2 2α α 1 x 2 5α y 2α 3α 0− + + − + + =  

 όπου α πραγματικός αριθμός. 
 i) Να αποδείξετε ότι για κάθε α∈  η δοθείσα εξίσωση παριστάνει ευθεία 

( )αε .  

 ii) Να αποδείξετε ότι μόνο μία από τις ευθείες ( )αε  διέρχεται από την αρχή 

των αξόνων. 
 iii) Να βρείτε την οξεία γωνία ω των ευθειών ( )0ε  και ( )1ε .  

 iv) Nα αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες ( )αε  διέρχονται από το ίδιο σημείο. 
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21. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ στο οποίο η κορυφή Β έχει συντεταγμένες ( )2, 5− − , ενώ 

το ύψος ΑΔ και η διάμεσος ΑΜ έχουν εξισώσεις 

x 3y 7 0+ − =    και   y 5x 3= −  

 αντίστοιχα. Να βρείτε:  

 i)  την εξίσωση της πλευράς ΑΒ 

 ii)  την εξίσωση της πλευράς ΒΓ 

 iii)  το μήκος του ύψους ΑΔ 
 iv)  τις συντεταγμένες της κορυφής Γ. 

 
22. Δίνεται η εξίσωση 

( ) ( ) ( )2 2 2α α x α α 2 y α 3α 2 0− + + − − − + =  

 όπου α .∈  

 i) Να βρείτε τις τιμές του α για τις οποίες η δοθείσα εξίσωση παριστάνει          

ευθεία ( )αε . 

 ii) Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες ( )αε  διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

 iii) Να βρείτε την ευθεία ( )αε  που διέρχεται από το σημείο ( )Κ 1,1 .  

 iv) Να βρείτε την ευθεία ( )αε  η οποία είναι κάθετη προς την ευθεία 

η : x 3y 2 0.− + =  

 

23. Δίνονται τα σημεία  

( ) ( )Μ 2, 1 , Α α,0−   και   ( )Β 0,β   με  α,β 0>  

 τέτοια, ώστε  ΟΜ ΑΒ 4⋅ = −
 

  όπου Ο η αρχή των αξόνων. 

 i) Να αποδείξετε ότι   2α β 4.+ =  

 ii) Να βρείτε τα α και β έτσι, ώστε το εμβαδό του τριγώνου ΟΑΒ να γίνεται 
μέγιστο. 

 iii) Aν  είναι  α 1=   και  β 2,=  να βρείτε το σημείο της ευθείας ΑΒ το οποίο 
βρίσκεται πιο κοντά στην αρχή των αξόνων. 

 
 



Επαναληπτικά Θέματα  379 
 

24. Δίνονται τα σημεία 

( ) ( )Α 0, 4 , Β 3,7      και     ( )Μ κ 1, κ 1− +   με  κ .∈  

 i) Nα αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β και Μ αποτελούν κορυφές τριγώνου το 

οποίο έχει σταθερό εμβαδό. 

 ii) Nα αποδείξετε ότι το σημείο Μ κινείται σε σταθερή ευθεία ( )ε . 

 iii) Nα βρείτε το συμμετρικό Β′  του σημείου Β ως προς την ευθεία ( )ε .  

 iv) Nα βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Μ έτσι, ώστε τα σημεία Α, Μ και 

Β′  να είναι συνευθειακά. 

 v) Nα υπολογίσετε την ελάχιστη τιμή του αθροίσματος ( ) ( )ΑΜ ΜΒ .+  

 
25. Δίνεται η εξίσωση 

( ) ( )2 2μ 1 x μ 1 y 3μ 4μ 7 0, μ .+ + + − − − = ∈  

 Να αποδείξετε ότι: 

 i) η δοθείσα εξίσωση παριστάνει ευθεία ( )με  για κάθε τιμή του μ∈  

 ii) δεν υπάρχει ευθεία ( )με  παράλληλη προς τον άξονα x x′  

 iii) όλες οι ευθείες ( )με  διέρχονται από το ίδιο σημείο 

 iv) κάθε ευθεία ( )με  τέμνει τον κύκλο 2 2c : x y 36+ =  σε δύο σημεία. 

 
 
26. Δίνεται το σημείο ( )A 3,4 . Επίσης, δίνεται σημείο Μ τέτοιο, ώστε  

2

OM 75 4OA OM+ = ⋅
  

 

 όπου Ο η αρχή των αξόνων. 
 Να βρείτε: 
 i) τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ 
 ii) την ελάχιστη και τη μέγιστη τιμή του ( )OM  

 iii) το σημείο του παραπάνω γεωμετρικού τόπου που βρίσκεται πλησιέστερα 
στον άξονα x x.′  

 
 



380                                 Μαθηματικά Β΄ Λυκείου 
 

27. Δίνεται η εξίσωση 
( )2 2x y 2λx 2 λ 1 y 0, λ+ − − + = ∈ . 

 i) Nα αποδείξετε ότι η δοθείσα εξίσωση παριστάνει κύκλο ( )λc  για κάθε τι-
μή του λ∈ . 

 ii) Να αποδείξετε ότι τα κέντρα των κύκλων ( )λc  είναι συνευθειακά σημεία. 

 iii) Να βρείτε τις τιμές του λ∈  για τις οποίες ο κύκλος ( )λc  είναι μονα-
διαίος. 

 iv) Αν η ευθεία ε : x y 3 0+ − =  τέμνει τον κύκλο ( )λc  σε δύο σημεία Δ και Ε   

τέτοια, ώστε OΔ OΕ 0⋅ =
 

 όπου Ο η αρχή των αξόνων, να αποδείξετε          
ότι  λ 1.=  

 

 
28. Δίνεται η εξίσωση 

( )2 2x y 4x 2συνθ y 4συνθ 0, θ 0, 2π+ + + ⋅ − = ∈ . 

 i) Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση είναι εξίσωση κύκλου ( )θc  για      
κάθε   ( )θ 0, 2π∈ . 

 ii) Nα βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του κύκλου ( )θc . 

 iii) Nα βρείτε την τιμή του  θ  για την οποία  το εμβαδό του κύκλου ( )c  γίνε-
ται ελάχιστο. 

 iv) Για θ π,=  να βρείτε:  
   α) τις εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου ( )θc  που άγονται από την 

αρχή των αξόνων 
   β) την ελάχιστη και τη μέγιστη απόσταση της αρχής των αξόνων από τον 

κύκλο ( )θc .  

 

29. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφή το σημείο ( )Α 1,3  και εμβαδό  Ε 4.<   

 Αν οι κορυφές Β και Γ έχουν συντεταγμένες ( )0, Ε   και  ( )Ε,0  αντίστοιχα, να 

βρείτε: 
 i)  το εμβαδό Ε  
 ii)  τη γωνία Β του τριγώνου ΑΒΓ 
 iii)  την εξίσωση του κύκλου ( )c  που διέρχεται από τα σημεία Α, Β και Γ 

 iv)  την ελάχιστη απόσταση σημείου Μ που διαγράφει τον κύκλο ( )c , από την 

ευθεία  ε : 6x 8y 41 0.+ − =  
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30. Δίνονται οι κύκλοι 
2 2

1c : x y 1+ =    και     ( )2 2
2c : x 4 y 25.− + =  

 i)  Να αποδείξετε ότι οι κύκλοι ( )1c  και ( )2c  εφάπτονται εσωτερικά. 

 ii)  Nα βρείτε την εξίσωση της κοινής εφαπτομένης των παραπάνω κύκλων. 

 iii) Nα βρείτε την εξίσωση του κύκλου που εφάπτεται εξωτερικά στον κύκλο 

( )1c  και εσωτερικά στον κύκλο ( )2c  και έχει το κέντρο του πάνω στη διά-

κεντρο των κύκλων αυτών. 

 
 
31. Δίνoνται οι κύκλοι 

2 2
1c : x y 8x 4y 4 0+ − − + =  

 και 
2 2

2c : x y 12y 20 0+ − + = . 
 i) Nα βρείτε τα κέντρα Κ, Λ και τις ακτίνες ρ1, ρ2 των κύκλων ( )1c , ( )2c  

αντίστοιχα. 
 ii) Να αποδείξετε ότι οι κύκλοι ( )1c , ( )2c  τέμνονται σε δύο σημεία Δ και Ε. 

 iii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΔΕ. 
 iv) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΔΚΕΛ είναι τετράγωνο. 
 
 
32. Δίνεται η εξίσωση 

( ) ( ) ( )2 2 *x 1 y 2 2λ x 2y 5 , λ .− + − = + − ∈  

 i) Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο ( )λc  για κάθε 
*λ .∈  

 ii) Να βρείτε τα κέντρα και τις ακτίνες των κύκλων ( )λc  και να αποδείξετε 

ότι τα κέντρα ανήκουν σε σταθερή ευθεία. 

 iii)  Να αποδείξετε ότι όλοι οι κύκλοι ( )λc  διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

 iv)  Να αποδείξετε ότι όλοι οι κύκλοι ( )λc  εφάπτονται της ευθείας 
ε : x 2y 5 0.+ − =  
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33. Δίνονται οι ευθείες 
1ε :12 5y 0− =     και   2ε : 3x 4y 0.+ =  

 i) Να αποδείξετε ότι οι διχοτόμοι των γωνιών που σχηματίζουν οι ευθείες ( )1ε  
και ( )2ε  είναι οι ευθείες 

1δ : 3x 11y 0− =    και    2δ :11x 3y 0.+ =  
 ii) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου ο οποίος έχει ακτίνα ρ 9,=  εφάπτεται 

στις ευθείες ( )1ε  και ( )2ε  και το κέντρο του είναι σημείο της ευθείας ( )1δ .  

 iii) Aν Α και Β είναι τα σημεία επαφής του παραπάνω κύκλου με τις ευθείες  
( )1ε  και ( )2ε  αντίστοιχα και Ο είναι η αρχή των αξόνων, να αποδείξετε ότι 

( ) ( )ΟΑ ΟΒ 7.= =  
 

 

34. Δίνεται η παραβολή  2c :y 4x=   και το σημείο ( )Α 1, 0 .−  

 i) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων ( )1ε  και ( )2ε  της παραβολής 

( )c  που άγονται από το σημείο Α. 

 ii) Nα βρείτε τα σημεία τομής  Β  και   Γ  των ευθειών  ( )1ε  και ( )2ε  με την 

εφαπτομένη της παραβολής ( )c  στην κορυφή της. 

 iii) Nα αποδείξετε ότι ο κύκλος που διέρχεται από τα σημεία Α, Β και Γ διέρ-
χεται από την εστία της παραβολής ( )c  και εφάπτεται στη διευθετούσα 

της. 

 
35. Δίνεται η παραβολή 2

1c : y 2αx=  και ο κύκλος 2 2 2
2c : x y 3α+ =  με α 0.>  

 i) Να αποδείξετε ότι η παραβολή ( )1c  και ο κύκλος ( )2c  τέμνονται σε δυο 

ακριβώς σημεία από τα οποία το ένα είναι το ( )A α, α 2 . 

 ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )1ε  του κύκλου ( )2c  στο Α και 

το σημείο τομής της Γ με τον άξονα x x′ . 

 iii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )2ε  της παραβολής ( )1c  στο Α 

και το σημείο τομής της Δ με τον άξονα x x′ . 

 iv) Να βρείτε την τιμή του α ώστε το εμβαδό του τριγώνου ΑΓΔ να είναι 8 2.  
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36. Δίνεται η εξίσωση 
2 2 2 22x 2y α x 4αy α 2 0, α+ − − + − = ∈ . 

 Να αποδείξετε ότι: 
 i) Η δοθείσα εξίσωση παριστάνει κύκλο ( )αc  για κάθε α∈ . 

  Ποιο είναι το κέντρο και ποια η ακτίνα του ( )αc ;  

 ii) Τα κέντρα Κ των κύκλων ( )αc  είναι σημεία μιας παραβολής ( )c . 

  Ποια είναι η εστία και ποια η διευθετούσα της ( )c ;  

 iii) Όλοι οι κύκλοι ( )αc  έχουν ακριβώς ένα κοινό σημείο που είναι η εστία της 

παραβολής ( )c .  

 iv) Όλοι οι κύκλοι ( )αc  έχουν ακριβώς μία κοινή εφαπτομένη. Ποια είναι η 

εξίσωσή της; 

 
 
37. Δίνεται η εξίσωση 

( ) ( )2 2x y 8 συνθ x 10 ημθ y 0+ − + =   όπου θ .∈  

 i) Nα αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση είναι εξίσωση κύκλου με ακτίνα 
ρ 4.≥  

 ii) Να αποδείξετε ότι το κέντρο του παραπάνω κύκλου ανήκει στην έλλειψη 
2 2x yc : 1.

16 25
+ =  

 iii) Να βρείτε τις εστίες, τις κορυφές και την εκκεντρότητα της έλλειψης ( )c .  

 iv) Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής που έχει τις ίδιες εστίες με την έλ-
λειψη ( )c  και σταθερή διαφορά 4. 

 
 
38. Δίνεται η παραβολή ( )c  με εξίσωση 

21y x
8

=  

 το σημείο της  21Μ α, α
8

 
 
 

 με  α∈   και η ευθεία ( )ε  με εξίσωση 

x y 4 0.− − =  
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 i) Να αποδείξετε ότι η απόσταση του σημείου Μ από την ευθεία ( )ε  είναι 

( )
2α 8α 32d α

8 2
− +

=   για κάθε  α∈ . 

 ii) Να αποδείξετε ότι 

( )d α 2≥   για κάθε  α∈ . 
  Πότε ισχύει η ισότητα; 
 iii) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Μ έτσι, ώστε η απόσταση ( )d α  

να γίνεται ελάχιστη. 
 iv) Αν η απόσταση ( )d α  γίνει ελάχιστη, να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της 

παραβολής ( )c  στο σημείο Μ είναι παράλληλη στην ευθεία ( )ε . 

 
39. Δίνεται η έλλειψη 

2 2

2 2

x yc : 1
α β

+ =        με        α β 0> >  

 η οποία έχει μήκος μεγάλου άξονα 8 και διέρχεται από το σημείο ( )Μ 2,3 .  

 i) Nα βρείτε τους α και β. 
 ii) Nα βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της έλλειψης ( )c  στο σημείο           

της Μ. 
 iii) Να αποδείξετε ότι οι ευθείες  ( )1ε  και ( )2ε  με αντίστοιχες εξισώσεις 

x y 1
8 4
− =       και        x y 1

8 4
+ = −  

  εφάπτονται στην έλλειψη ( )c . 

 
40. Δίνεται η έλλειψη ( )c  με εξίσωση 

 
2 2

2
x y 1, α 0

12α
+ = >  

 η οποία διέρχεται από το σημείο ( )2, 3 .Μ  

 i)  Να αποδείξετε ότι  α 4.=  

 ii) Να βρείτε τις εστίες ′Ε   και  Ε  καθώς επίσης και την εκκεντρότητα  ε της 
έλλειψης ( )c . 
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 iii) Να βρείτε την εξίσωση της  ευθείας ( )η   η οποία διέρχεται  από το σημείο 
Μ και είναι κάθετη στην εφαπτομένη της έλλειψης ( )c  σ’ αυτό το σημείο. 

 iv)  Aν η ευθεία  ( )η   τέμνει τον άξονα  x x′  στο σημείο Γ,  να αποδείξετε ότι: 

   α)   ( )
( )

ε
ΕΓ

=
ΕΜ

    β) ( ) ( ) ( )2 3 .
4

′ΜΓ = ΕΜ ⋅ Ε Μ
 

 
41. Δίνεται η υπερβολή ( )c  με εξίσωση   

2
2 yx 1

4
− =  

 και ένα σημείο της ( )1 1Μ x , y . 

 i)  Να βρείτε τις ασύμπτωτες  ( )1ε  και ( )2ε  της υπερβολής ( )c . 

 ii) Nα  βρείτε  τα  σημεία τομής  Κ  και  Λ  της εφαπτομένης της υπερβολής 
( )c   στο σημείο Μ με τις ευθείες ( )1ε  και ( )2ε . 

 iii)  Να αποδείξετε ότι το σημείο Μ είναι το μέσο του τμήματος ΚΛ. 

 iv)  Nα αποδείξετε ότι το εσωτερικό γινόμενο ΟΚ ΟΛ⋅
 

  είναι σταθερό. 

 v)  Nα αποδείξετε ότι το εμβαδό του τριγώνου ΟΚΛ είναι σταθερό. 

 
42. Δίνεται η υπερβολή ( )c  με εξίσωση  

2
2x y 1

2
− =  

 και το σημείο της ( )2,1 .Μ  

 i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης ( )ε  της υπερβολής ( )c  στο ση-
μείο Μ. 

 ii) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ( )η  η οποία διέρχεται από το σημείο Μ 
και είναι κάθετη στην ευθεία ( )ε . 

 iii)  Να βρείτε τα σημεία Ρ και Σ στα οποία οι ευθείες ( )ε  και ( )η  αντίστοιχα 

τέμνουν τον άξονα y y.′  

 iv)  Να αποδείξετε ότι ο κύκλος με διάμετρο ΡΣ διέρχεται από τις εστίες της   
υπερβολής ( )c . 
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«... τα μαθηματικά προσεγγίζονται και 
από τη “μαγική” μέθοδο του νου, την ενόραση, 
ενώ η απόδειξη είναι συχνά απλώς ο έλεγχος 
των προϊόντων της ενόρασης.» 

            
Νίκος Ταμπάκης 

 

 
 
 
 
Georg C 
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Διανύσματα 
 

 
 

 Η Έννοια του Διανύσματος 
 Πρόσθεση και Αφαίρεση  
 Διανυσμάτων  
  

 

    1.  i) 60°   ii)  60° 
 iii) 120°  iv)  90° 

 
 2.  i) 30°   ii)  150° 

 iii) 120°  iv)  60° 
 
  3. i) x α β= − +



   

 ii) x α β γ= + −


   

 iii) x α β γ δ.= − + −
 

    
 
   4. Έχουμε  
    ΑΒ ΓΔ ΕΖ+ + =

  

 
 ΟΒ ΟΑ ΟΔ ΟΓ ΟΖ ΟΕ= − + − + −

     

 

 ( ) ( ) ( )ΟΔ ΟΑ ΟΖ ΟΓ ΟΒ ΟΕ= − + − + −
     

 

 ΑΔ ΓΖ ΕΒ.= + +
  

 
 

5. ΑΕ ΑΖ ΕΒ ΕΔ ΖΕ+ + + +
    

 

 ( ) ( )ΑΕ ΕΒ ΑΖ ΖΕ ΕΔ

ΑΒ ΑΔ ΑΓ.

= + + + +

= + =

    

  

 

 
   6. Έχουμε  
  ΟΑ ΟΓ ΟΒ ΟΔ+ = +

   

 
 ΟΑ ΟΒ ΟΔ ΟΓ⇔ − = −

   

 
 ΒΑ ΓΔ⇔ =

 

. 
 Άρα, το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι πα-

ραλληλόγραμμο. 
 

   7. Έχουμε  
     ΑΕ ΖΓ ΑΒ ΒΕ ΖΔ ΔΓ= ⇔ + = +

     

. 

 Και επειδή ΑΒ ΔΓ,=
 

συμπεραίνουμε ότι 

ΒΕ ΖΔ.=
 

 Άρα, το τετράπλευρο ΕΒΖΔ 
είναι παραλληλόγραμμο.  

 

   8. i) Έχουμε α β ΟΑ ΟΒ ΒΑ− = − =
  



 

  και β γ ΓΒ .− =


  

  Επομένως 
  α β β γ ΒΑ ΓΒ .− = − ⇔ =

  

   

  Δηλαδή, το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισο-
σκελές με βάση την ΑΓ. 

 ii) Έχουμε 

         
2 22γ α α β β γ− = − + −
 

    

    
2 2 2

ΑΓ ΒΑ ΓΒ .⇔ = +
  

 

  Δηλαδή, το τρίγωνο ΑΒΓ είναι 
ορθογώνιο με υποτείνουσα την ΑΓ. 

 
   

   9. i) Έχουμε α β γ.+ = −


   

  Επομένως, α β γ γ .+ = − =


    

  Όμως, α β α β .+ ≤ +
 

 

 

 ii) Έχουμε α β γ 2 α .+ ≥ >


   

  Άρα, β α .>




 
 

10. i) Έχουμε α β α β α β .− ≤ + ≤ +
  

  

 

 ii) Mε απαγωγή σε άτοπο και αξιοποίη- 
  ση του ερωτήματος i) 
 
 

11. Παρατηρούμε ότι 

( ) ( )α γ α β β γ .− = − + −
 

    

 Επίσης, 

( ) ( )α β β γ α β β γ− − − ≤ − + −
   

    

                   α β β γ≤ − + −
 

  . 

  Δηλαδή,  
2 5 α γ 2 5.− ≤ − ≤ +
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Πολλαπλασιασμός Αριθμού 
με Διάνυσμα 

 
 12. Έχουμε  
       ΡΑ ΡΒ ΣΑ ΣΒ+ = + ⇔

   

 
  ΡΑ ΣΑ ΡΒ ΣΒ Ο⇔ − + − =

    

 
  ΡΑ ΑΣ ΡΒ ΒΣ Ο⇔ + + + =

    

 
  ΡΣ ΡΣ Ο⇔ + =

  

 
  2ΡΣ Ο⇔ =

 

 
  ΡΣ Ο⇔ =

 

. 
 Άρα, τα σημεία Ρ και Σ ταυτίζονται. 

 

   13. Έχουμε 

      

ΜΑ ΜΒ ΜΔ ΜΓ
ΜΑ ΜΒ ΓΔ

ΜΑ ΜΒ ΒΑ

ΜΑ ΒΑ ΜΒ 0

ΜΑ ΑΒ ΜΒ 0

ΜΒ ΜΒ 0

2ΜΒ 0

ΜΒ 0.

+ = −
⇔ + =

⇔ + =

⇔ − + =

⇔ + + =

⇔ + =

⇔ =

⇔ =

   

  

  

  


  


 


 

 

 

 

   14. Έχουμε 

       
( )
( ) ( )

ΑΔ 2ΒΔ 3ΔΓ
ΑΔ ΔΓ 2ΒΔ 2ΔΓ

ΑΔ ΔΓ 2 ΒΔ ΔΓ

ΑΓ 2ΒΓ.

+ +
= + + +

= + + +

= +

  

   

   

 

 

   

 15. i) x 4α 5β= −


   
 ii) Έχουμε  
                  ΑΒ 4α 5β= −

 



  
  και      
  ( )ΑΓ 12α 15β 3 4α 5β 3ΑΒ.= − + = − − = −

  

 

 

 16. i) Έχουμε 
         α α β α β= ⋅ = ⋅

 

  

 

  και         β β α β α= ⋅ = ⋅
  

 

. 

  Άρα,                    α β .=




 

 ii) Έχουμε   α α β.= ⋅


 

 

  Επομένως, α β↑↑




. 

  Και επειδή α β ,=




 συμπεραίνουμε  

  α β.=




 

 17. i) Έχουμε  ( ) ( )2ΒΔ ΔΓ .
5

=  

  Δηλαδή, 2ΒΔ ΔΓ .
5

=
 

            (1) 

  Επίσης, ΒΔ ΔΓ↑↑
 

 

  και συνεπώς 2ΒΔ ΔΓ
5

↑↑
 

           (2) 

  Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει 

  ότι 2ΒΔ ΔΓ.
5

=
 

 

 ii) Aποδείξαμε ότι 
5ΒΔ 2ΔΓ.=
 

 
  Δηλαδή, 

 ( ) ( )5 ΑΔ ΑΒ 2 ΑΓ ΑΔ− = −
   

 

  ή ισοδύναμα 

( ) ( )5 x α 2 β x .− = −
   

 

 
18. Έχουμε ΑΓ α β= +

 



   

 και  ( )ΓΕ 2α 2β 2 α β 2ΑΓ.= + = + =
  

 

 

 Άρα, ΓΕ / /ΑΓ
 

 και επομένως τα σημεία  
 Α, Γ και Ε είναι συνευθειακά. 
 
19. Έχουμε  
       ΑΒ ΑΓ ΓΔ ΔΒ= + +

   

 
                    ΑΓ ΔΓ ΒΔ= − −

  

 
                      ( ) ( )α β α β 2α 2α.= + − − − =

 

   

 

 Επομένως,  ΑΒ 2ΔΓ.=
 

 
 
20. Έχουμε 
      ΑΒ ΟΒ ΟΑ 5α 2β= − = −

   



 

 και    ΒΓ ΟΓ ΟΒ 15α 6β= − = −
   



. 

 Άρα,           ΒΓ 3ΑΒ.=
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21. Έχουμε 
      ΑΒ ΟΒ ΟΑ α 2β 2γ= − = + +

   

   

 και    ΒΓ ΟΓ ΟΒ α 2β 2γ= − = + +
   

  . 

 Άρα,          ΑΒ ΒΓ.=
 

 
 
22. i) Έχουμε 
       ΑΒ 2ΒΓ 3ΓΑ 0+ − =

  


 

  ( )ΟΒ ΟΑ 2 ΟΓ ΟΒ⇔ − + −
   

 

                 ( )3 ΟΑ ΟΓ 0− − =
  

 

  5ΟΓ 4ΟΑ ΟΒ 0.⇔ − − =
  



 
 ii) Αποδείξαμε ότι για κάθε σημείο Ο 

ισχύει η σχέση 
5ΟΓ 4ΟΑ ΟΒ.= +
  

 
  Θεωρώντας ως  Ο το σημείο Α παίρ-

νουμε 
5ΑΓ ΑΒ.=
 

 
  Άρα, 

ΑΒ / /ΑΓ.
 

 
 

23. i) H δοθείσα σχέση ισοδύναμα γράφεται 
  ( ) ( )ΟΚ ΟΑ 4 ΟΚ ΟΒ 7 ΟΒ ΟΑ− + − + −

     

 

  ( ) ( )3 ΟΒ ΟΛ 8 ΟΜ ΟΑ .= − + −
   

 

 ii) Aποδείξαμε ότι για κάθε σημείο Ο 
ισχύει η σχέση 

     5ΟΚ 8ΟΜ 3ΟΛ.= −
  

 
  Παίρνοντας ως Ο το σημείο Λ έχουμε        

5ΛΚ 8ΛΜ=
 

 

  δηλαδή         8ΛΚ ΛΜ.
5

=
 

 

  Επομένως,    ΛΚ / /ΛΜ.
 

 
 

24. i) Η δοθείσα σχέση ισοδύναμα γράφεται 
        ΟΒ ΟΑ ΟΜ ΟΑ− + −

   

 

     ( )ΟΒ ΟΜ 2 ΟΓ ΟΜ .= − + −
   

 

 ii) Αποδείξαμε ότι για κάθε σημείο Ο 
ισχύει η σχέση 

2ΟΜ ΟΑ ΟΓ.= +
  

 
  Επομένως, αν θεωρήσουμε ως Ο το 

σημείο Μ παίρνουμε 
             2ΜΜ ΜΑ ΜΓ= +

  

 

  0 ΜΑ ΜΓ⇔ = +
  

 
                     ΜΑ ΜΓ⇔ − =

 

 
                     ΑΜ ΜΓ.⇔ =

 

 
 
25. Αποδεικνύουμε ότι για κάθε σημείο Ο 

ισχύει 3ΟΚ 4ΟΜ ΟΛ= −
  

 και στη 
συνέχεια θέτοντας όπου Ο το Λ βρίσκουμε 

4ΛΚ ΛΜ.
3

=
 

 
 

   26. i) Aπό τις διάφορες ισότητες, προσθέ-
τοντας κατά μέλη, έχουμε 

 

        

( ) ( )
( )( )
( )

1 λ ΑΒ 1 λ ΑΔ 0

1 λ ΑΒ ΑΔ 0

1 λ ΑΓ 0

1 λ 0, αφού ΑΓ 0
λ 1.

+ + + =

⇔ + + =

⇔ + =

⇔ + = ≠
⇔ = −

 


 








 

 ii) Aντικαθιστώντας την τιμή του λ 
που βρήκαμε έχουμε 

        ΑΒ ΑΔ ΜΒ ΔΒ ΜΒ.− = ⇔ =
    

 
 

27. i) Έχουμε ΑΕ κΑΒ ΑΔ.= +
  

 
  Επομένως ΑΕ ΑΔ κΑΒ− =

  

 
  ή ισοδύναμα ΔΕ κΑΒ=

 

 
  και τελικά ΔΕ κΔΓ.=

 

 
  Άρα  ΔΕ / /ΔΓ.

 

 
 ii) κ = 2. 
 

28. i)  Η δοθείσα σχέση γράφεται 

  

( )

( )

ΑΚ λΑΒ ΑΒ λΒΚ ΒΛ λΑΜ

ΑΚ λ ΑΒ ΒΚ ΑΒ ΒΛ λΑΜ

ΑΚ λΑΚ ΑΛ λΑΜ

ΑΚ ΑΛ λ ΑΜ ΑΚ

ΛΚ λΚΜ

+ − + = +

⇔ + + = + +

⇔ + = +

⇔ − = −

⇔ =

     

     

   

   

 

 

 ii)  λ 2= −  

29. Από τις δοθείσες ισότητες, αφαιρώντας 
κατά μέλη, έχουμε 
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

ΑΔ ΓΔ λ μ ΑΒ 2μ λ ΑΓ

ΑΓ λ μ ΑΒ 2μ λ ΑΓ

μ λ ΑΒ 2μ λ 1 ΑΓ

− = − + +

⇔ = − + +

⇔ − = + −

   

  

 

 

 Με απαγωγή σε άτοπο και λαμβά-
νοντας υπόψιν ότι ΑΒ //



ΑΓ


 βρίσκουμε 
ότι μ λ 0− =  και 2μ λ 1 0.+ − =  

 

  30. Η δοθείσα ισότητα γράφεται 

         ( )λΑΒ μΑΔ 2 ΑΒ ΑΔ ΑΒ+ = + −
    

 

 ( ) ( )λ 1 ΑΒ 2 μ ΑΔ⇔ − = −
 

             (1) 

 Αν λ 1,≠  τότε από την (1) προκύπτει 
ότι 

2 μΑΒ ΑΔ,
λ 1
−

=
−

 

 

 οπότε ΑΒ / /ΑΔ,
 

  άτοπο. Επομένως, 
λ 1.=  Ομοίως βρίσκουμε μ 2.=  

 

31. i) Mε απαγωγή σε άτοπο. 
 ii) Έχουμε ΑΜ λΜΒ=

 

 
           ( )ΟΜ ΟΑ λ ΟΒ ΟΜ⇔ − = −

   

 

           ΟΜ λΟΜ ΟΑ λΟΒ⇔ + = +
   

 
             ( )1 λ ΟΜ ΟΑ λΟΒ.⇔ + = +

  

 
32. Έχουμε 
 ΜΒ ΜΔ ΑΒ ΑΜ ΓΔ ΓΜ+ = − + −

     

 
                  ΑΒ ΓΔ ΑΜ ΜΓ= + − +

   

 
                     ΑΒ ΓΔ.= +

 

 
33. i) Έχουμε ΔΑ ΔΒ 3ΔΓ 0− − =

  


 
                 ΒΑ 3ΔΓ 0⇔ − =

  

 
                 ΒΑ 3ΔΓ.⇔ =

 

 
  Επίσης 2ΕΑ 2ΕΒ 3ΕΓ 0− + =

  


 
                 2ΒΑ 3ΕΓ⇔ = −

 

 
                 2ΒΑ 3ΓΕ.⇔ =

 

  
 ii) Aποδείξαμε ότι  

ΒΑ 3ΔΓ=
 

 και  2ΒΑ 3ΓΕ.=
 

 
  Επομένως 

( )ΒΑ 2ΒΑ 3 ΔΓ ΓΕ+ = +
   

 

         3ΒΑ 3ΔΕ ΒΑ ΔΕ.⇔ = ⇔ =
   

 

34. Από  τις  δοθείσες  σχέσεις αφαιρώντας 
κατά μέλη παίρνουμε 

    ΑΔ ΑΕ ΑΒ ΑΓ ΕΔ ΒΓ.− = − + ⇔ =
     

 
 

35. Από  τις  δοθείσες  σχέσεις αφαιρώντας 
κατά μέλη παίρνουμε 

    ΑΔ ΑΕ ΑΒ ΑΓ ΕΔ ΒΓ.− = − + ⇔ =
     

 
 

36. i) Από τη δοθείσα σχέση παρατηρώντας 
  ότι  
  ΑΓ ΑΒ ΑΔ= +

  

 και ΒΔ ΑΔ ΑΒ= −
  

. 
 ii) Aπό  τη σχέση  που  αποδείξαμε στο 

ερώτημα i) με απαγωγή σε άτοπο. 
 

37. i) Έχουμε          
              ΟΑ ΟΓ 2ΟΒ.+ =

  

 
 ii) Aπό  τη  σχέση  που αποδείξαμε στο 

ερώτημα i) με απαγωγή σε άτοπο. 
 

38. i) Από τις  δοθείσες σχέσεις προσθέτο- 
ντας κατά μέλη έχουμε 

                ( )ΑΒ λ 5 ΑΒ= +
 

. 

  Και  επειδή  ΑΒ 0≠
 

 συμπεραίνουμε  
  ότι 1 λ 5= + , δηλαδή λ 4.= −  
 ii) Έχουμε 
      ΑΓ 4ΑΒ= −

 

 και  ΓΔ 2ΑΒ.=
 

 
  Άρα,          
             ΑΓ ΓΔ 2ΑΒ ΑΔ 2ΑΒ.+ = − ⇔ = −

    

 
 

39. Έχουμε 

     α 5β α 5β α 5β− ≤ + ≤ +
  

  

. 

 Δηλαδή 

      α 5 β α 5β α 5 β− ≤ + ≤ +
  

  

 

  ή ισοδύναμα 
      1 5 1 α 5β 1 5 1− ⋅ ≤ + ≤ + ⋅





 

  και τελικά 
  4 α 5β 6.≤ + ≤





 
 

40. i) ΒΓ α β= +
 



 και ΒΓ 2γ= −


  

  ii) α β 2γ | 2 γ+ = − =


    

   και  
   | α | | β | α β α β− ≤ + ≤ +
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41. Έχουμε α λβ=




 για κάποιο λ .∈  
 Επομένως, 
         ( )α β λ 1 β λ 1 β+ = + = + ⋅

  



 

 και   ( )α β λ 1 β λ 1 β− = − = − ⋅
  



 

 i) Aν α β,↑↑




 τότε λ 0> , οπότε 
λ 1 λ 1+ > − . 

 i) Aν α β,↑↓




 τότε λ 0< , οπότε 
                λ 1 λ 1+ < − . 
42. Έχουμε 
     ΕΒ ΑΒ ΑΕ ΔΓ ΖΓ= − = −

    

 
                     ΔΓ ΓΖ ΔΖ.= + =

  

 
 

43. i) 1 1 1 1ΑΔ α β, ΕΔ α β
2 2 2 6

= + = −
  

 

 

  και  2ΕΒ α β.
3

= −
 



 

 ii) Aξιοποιούμε το ερώτημα i).  
 

44. i) 2ΑΔ 2α 3β, ΒΕ α β
3

= − + = − −
  

 

 

  και  7ΓΖ α β.
4

= −
 



 

 ii) Aξιοποιούμε το ερώτημα i).  
 

45. i) 3 3 7 3ΑΕ α β, ΒΕ α β
10 10 10 10

= + = − +
  

 

 

  και  3ΒΖ α β.
7

= − +
 



 

 ii) Aπό το ερώτημα i) προκύπτει ότι  
7ΒΕ ΒΖ.

10
=

 

 
 

   46. i) 1 2ΑΕ α β
3 3

= +
 

  και ΑΖ α 2β= +
 



 

 ii) Παρατηρούμε ότι  
           ΑΖ 3ΑΕ, άρα ΑΖ / /ΑΕ.=

   

 
 

47. i) Με απαγωγή σε άτοπο. 
 ii) Mε απαγωγή σε άτοπο. 
 

48. Έχουμε ΑΔ ΒΕ ΓΖ+ +
  

 

    ( ) ( ) ( )1 1 1ΑΒ ΑΓ ΒΑ ΒΓ ΓΑ ΓΒ
2 2 2

= + + + + +
     

 

 ( )1 ΑΒ ΑΓ ΒΑ ΒΓ ΓΑ ΓΒ
2

= + + + + +
     

 

 1 0 0.
2

= =
 

 
 

49. Έχουμε  ΟΕ ΟΔ 2ΟΖ+ =
  

 

    ( ) ( )1 1ΟΒ ΟΓ ΟΑ ΟΒ 2ΟΖ
2 2

⇔ + + + =
    

 

    ΟΒ ΟΓ ΟΑ ΟΒ 4ΟΖ⇔ + + + =
    

 

    ΟΑ 2ΟΒ ΟΓ 4ΟΖ.⇔ + + =
   

 
 

50. i) Έχουμε         

  ΑΒ ΑΔ ΓΒ ΓΔ 2ΑΖ 2ΓΖ+ + + = +
     

 

       ( )2 ΖΑ ΖΓ= − +
  ( )2 2ΖΕ= −



 

   4ΖΕ= −


4ΕΖ.=


 
  ii) Aπό τη δοθείσα σχέση  και τη  σχέση 

που αποδείξαμε στο ερώτημα i) προ-  
  κύπτει ότι: 

  ΑΒ ΑΔ ΓΒ ΓΔ ΑΔ ΒΓ+ + + = −
     

 

                         ΑΒ ΓΔ 0⇔ + =
 



 

                         ΑΒ ΔΓ⇔ =
 

. 
 

  51. i) Έχουμε  

                 ΜΑ ΜΓ 2ΜΔ 2ΜΚ 2ΜΔ+ + = +
    

 

       ( ) ( )2 ΜΚ ΜΔ 2 2ΜΛ 4ΜΛ= + = =
   

. 

 ii) Έχουμε 

   ΜΑ ΜΓ 2ΜΔ 4ΜΛ.+ + =
   

 
  και 

     ΜΑ ΜΓ 2ΜΔ+ −
  

 

      ( ) ( )ΜΑ ΜΔ ΜΓ ΜΔ= − + −
   

 

      ΔΑ ΔΓ 2ΔΚ.= + =
  

 
  Επομένως, η δοθείσα σχέση ισοδύ-

ναμα  γράφεται 

     14ΜΛ 2ΔΚ ΜΛ ΔΚ .
2

= ⇔ =
   

 

 iii) α) Η ευθεία που διέρχεται από το Λ και 

είναι παράλληλη στο ΑΒ.


 
  β) Η μεσοκάθετος του τμήματος ΛΑ.  
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   Συντεταγμένες στο Επίπεδο 
    

 

52. i) ( )d A, x x 5,′ =   ( )d A, y y 2′ =  

  ( )d Β, x x 3,′ =   ( )d Β, y y 4′ =  

  ( )d Γ, x x 2,′ =   ( )d Γ, y y 1′ =  

  ( )d Δ, x x β 2 ,′ = −  ( )d Δ, y y α .′ =   
 

53. x 2=   και  y 4.=  
 

54. i) μ 1=    ii) μ 3.=  
 

55. λ 7=   και  μ 5.=  
 

56. i) ( )u 1, 7= −
    ii) ( )ν 0, 10=



 

57. κ 2=   και  λ 1.= −  
 

58. x 3=   και  y 8.=  
 

59. i) ( )Β 1, 4  

 ii) ( )Κ 10, 0−  

60. Έστω ( )Δ x, y .  Ισχύει 

   ( ) ( )AB 2ΔΓ 6, 2 2 4 x, 5 y= ⇔ = − −
 

 

           
( )

( )

6 2 4 x x 1

y 42 2 5 y

= − = ⇔ ⇔ 
== −  

 

 Άρα, ( )Δ 1, 4 .  
 

61. i) ( )Μ 2,3    ii) ( )Δ 5, 1  
 

62. x 0=   και  y 3.=  
 

63. i) λ 5=      
 ii) ( )Α 1, 2  και ( )Β 5, 2 . 

64. i) ( )Δ 2, 2    ii) ( )Κ 3, 2  
 

65. i) ( ) ( )Γ 6, 7 και Δ 0, 5  

 ii) ( )Ε 4, 8 . 
 

   66. ( ) ( ) ( )Α 1, 4 , Β 1, 2 και Γ 7, 6 .−   
 

 67. ( ) ( )Α 3, 0 , Κ 0,1−  και  ( )Δ 2, 3 .−  
 

68. i) ( ) ( )Α 2,5 και Β 7,10−     

 ii) 5 15Μ , .
2 2

 
 
 

 
 

69. i) ( )Β 2, 4−    ii) ( )u 4, 12= − −
 . 

70. ( )Μ 4,13 .   

71. ( )Μ 11, 8− − . 

72. ( )Α 10, 0  και  ( )Β 0, 4 .  

73. i) λ 1=    ii) λ 4.=  
 
74. i) λ 1=    ii) λ 2.=  
 

75.  u 10=
  και  ν 5.=



 
 

76. ( )Γ 3, 0 .  

77. ( )ν 6, 3= −


. 
 

78. ( )ν 1, 3= −


. 
 

79. ( )α 6, 8= −


 και  ( )β 6,8= −


. 
 

80. x 1=  ή  x 2.= −  
 

81. i) Έχουμε ( )det AB, AΓ 14 0= ≠
 

    

 ii) ( )Κ 4, 1 .  
 

82. i) Έχουμε ΑΒ ΑΓ 20.= =
 

    

 ii) ( )Δ 7, 2 .−  
 

83. i) α 5=


   ii) ( )α 4,3 .= −


 

84. i) α 2=


  και   β 1.=


   

 ii) ( )α 1, 3=


  και  ( )β 0,1=


. 
 

85. i) Έχουμε ( )det α,β 10 0= ≠




    

 ii) u 4α β.= −


  
 

86. κ 0=  και λ 1.= −  
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87. i) x 1 και y 2.= =     

 ii) α 2 10 και β 10.= =




 
 

88. x 0=  και y 1.=  
 

89. μ 2=  ή μ 3.=  
 

90. Θεωρούμε τα διανύσματα  
  ( )α x, y 2= −


 και ( )β 1 x,5 y= − −


 
 και αξιοποιούμε τη σχέση  

α β α β .+ ≥ +
 

 

  
 

91. i) Έχουμε  
        ( ) 2det AB, AΓ x 1 0= + ≠

 

 

  για κάθε x∈ .    
 ii) x 0=  και  ( ) ( )min f x f 0 4.= =  
 

92. i) Έχουμε  
                    ( )det AB, AΓ 8 0= ≠

 

   

  και  ΑΒ ΑΓ 10= =
 

.  

 ii) 4Μ , 0 .
3

 
 
 

 

 

93. i) ( )Α Β 5′ =     

 ii) ( ) 2ΑΜ x 2x 5= − +  

  και ( ) 2ΜΒ x 10x 26.= − +  
 iii) Παρατηρούμε ότι 
  ( ) ( ) ( )f x AM MB= +  

           ( ) ( ) ( )Α Μ ΜΒ Α Β 5′ ′= + ≥ =  
  για κάθε x .∈  

  Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν τα 
σημεία  Α΄, Μ και Β είναι συνευ-
θειακά. Δηλαδή, αν και μόνο αν 

       ( ) 11det A M, A B 0 x .
3

′ ′ = ⇔ =
 

 

  Άρα, η ελάχιστη τιμή της ( )f x  είναι 

11f 5.
3

  = 
 

 

94. μ 1.=  

95. μ 2.= −  
 

96. i) Έχουμε ( )det α,β 3 0= − ≠




 

 ii) ( )u 5,8=
  

 iii) u α 7β.= +


  
 

97. i) Από τις δοθείσες σχέσεις αφαιρώ- 
  ντας κατά μέλη. 

 ii) 1λ
4

=   και  1μ
4

= . 

 iii) ( )Γ 4, 1 .−  
 

98. κ 12.=  
 

99. i) ( )Α 1, 3  ii) πφ .
3

=  
 

100. i) μ 1=    ή  μ 4.=  
 ii)    Για μ 1=  
   έχουμε 
   ( )u 2, 2= − −

 . 
 
 
     Για μ 4=  
   έχουμε 
   ( )u 4,4 .=

  
 
 iii) μ 4.=  
 

101.  i) Το διάνυσμα α


 έχει συντελεστή διεύ-

θυνσης 3λ .
3

= − Επομένως έχουμε 

 

3 πεφφ εφφ εφ
3 6

πφ κπ , κ Ζ.
6

 = − ⇔ = − 
 

⇔ = − ∈
 

 Και επειδή 0 φ 2π,≤ <  συμπεραί-
νουμε ότι 

           π 5π π 11πφ π ή φ 2π .
6 6 6 6

= − = = − =  

  Αν ΟΑ α=
 

 τότε το σημείο Α έχει 

συντεταγμένες ( )3, 3−  και  βρίσκε-  

y 

 x 
O 

u

( )Μ 2, 2− −

y 

 x O 
u
( )Μ 4,4
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  ται στο β΄ τεταρτημόριο.  

  Άρα 5πφ .
6

=  

 ii) Έχουμε   
 

( )β λα β 3λ, λ 3 με λ 0.= ⇔ = − <
  

 

 Επίσης      

                

( ) ( )
( ) ( )

22

22

| β | 2 | α |

3λ λ 3

2 3 3

| λ | 12 2 12 | λ | 2
λ 2, αφού λ 0.

=

⇔ − +

= − +

⇔ = ⇔ =
⇔ = − <

 

 

  Άρα  ( )β 6, 2 3 .= −


 

 iii) Τα διανύσματα α


 και β


 είναι 
αντίρροπα. Άρα  

         5π 11πφ π φ π .
6 6

′ = + = + =  

 
102. i) Έχουμε 
         α / /β det(α,β) 0⇔ =

   

 

   2x 6x 5 0⇔ − + =  
   x 1 ή x 5⇔ = =              (1) 
          και 

         ( ) ( )2 2α 5 x 2 5 x 5= ⇔ + + − =


 

   2x 3x 2 0⇔ − + =       
   x 1 ή x 2⇔ = =             (2) 
       Από τις σχέσεις (1) και (2) συμπε-

ραίνουμε ότι x  = 1. 
   ii) Για x  = 1 έχουμε 

       ( ) ( ) ( )
( )

u 3α β γ
3 3,4 6, 8 3, 5

0, 1

= + −

= + − − + − −

= −



 

. 

  Αν u ΟΜ=


 , τότε Μ(0, 1)− . Παρα-
τηρούμε ότι το σημείο Μ βρίσκεται 
στον αρνητικό ημιάξονα Oy′ και 

συνεπώς 3πφ .
2

=  

 

   Eσωτερικό Γινόμενο 
   Διανυσμάτων 
 
 

103. i) 2  ii) 6 2  
  iii)  4  iv) 2 24.−  
 

104. i) 12−  ii) 24  
  iii)  64  iv) 55.  
 

105. i) 0  ii) 4  
 
106. i) 0 ii) 9−  
  iii)  36. 
 
107. i) 6−  ii) 36.−  
 
108. i) 8 ii)  0. 
 

109. i) 4 ii) 1κ
2

= −  

  iii)  112 . 
 
 

110. Έχουμε  
         ( )β α γ 0 β α β γ 0⋅ + = ⇔ ⋅ + ⋅ =

  

      (1) 
   και         
          ( )γ α β 0 γ α γ β 0⋅ − = ⇔ ⋅ − ⋅ =

 

       (2) 

 Από τις σχέσεις (1) και (2) προσθέτοντας 
  κατά μέλη, έχουμε 

 ( )α β γ 0⋅ + =


  . 
 

111. i) ( )u 2,3= −
  ii) 13λ .

18
= −  

 

112. i) α β 1⋅ = −




 και ( ) ( )2α β α β 25.+ ⋅ − =
 

 

 

  ii) 16κ .
9

=  
 

113. ( )α 3, 6= −


  και  ( )β 3, 6= −


. 
 

114. Είναι ( ) ( )α 1,2 και β 4, 2 .= = −




 

  Οπότε,  α β 4 4 0.⋅ = − =
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115. i) ( )Μ 4, 0  ii) ( )Μ 1, 0 .  
  

116. i) Έχουμε ΑΒ ΒΓ ΓΑ 2.= = =
  

 

  ii) 2 3Μ , .
7 7

 
−  
 

 

  iii) Aρκεί να δείξουμε ότι ΜΑ ΜΓ 0.⋅ =
 

 
  

117. i) Έχουμε ( )Μ 0, 4 .  Επομένως 

   ( )ΜΑ x, 4= −


  και   ( )MB 2, 4 .=


 

   Άρα, από τη σχέση ΜΑ ΜΒ 0⋅ =
 

 
   παίρνουμε 2x 16 0− =  
   και τελικά x 8.=  
 ii) Έχουμε ( ) ( )ΟΓ 0,8 , ΟΑ 8, 0= =

 

  

   και ( )ΓΒ 2, 0=


. 

   Επομένως, 
2 2 2ΟΓ 0 8 64= + =



 

   και ( )4ΟΑ ΓΒ 4 16 0 64.⋅ = + =
 

 
 

 118. π .
3

 

 
119. i) κ 0=  ii) κ 1.=  
 
120. i) α β 0⋅ =





  και  α u 12⋅ =
    

  ii) u 6 2=
   

  iii)  π .
4

   
 

121. i) 3α β
2

⋅ =




  και  27α u
2

⋅ =
    

  ii) u 3 3=
   

  iii)  π .
6

 

 
122. i) Έχουμε 

     ( ) ( )2 2

2

β 2 2 1 x 1 x 8
x 3 x 3

= ⇔ + + − =

⇔ = ⇔ = ±



 

   Oπότε 

( )ΟΜ β 1 3,1 3= = + −
 

 

   ή  ( )ΟΝ β 1 3,1 3= = − +
 

. 

   Το σημείο ( )Μ 1 3,1 3+ −  βρί-

σκεται στο δ΄ τεταρτημόριο του 
καρτεσιανού επιπέδου, ενώ το 

σημείο ( )Ν 1 3,1 3− +  βρίσκε-

ται στο β΄ τεταρτημόριο.  

   Και επειδή 
π φ π,
2
< <  συμπεραί-

νουμε ότι  

               ( )β 1 3,1 3 .= − +


 

  ii) 
πθ .
3

=  

 

123. i) α, β β, γ 0.
∧ ∧   = =   

   

 

    

  ii) α β γ= =


    και  α β γ.↑↑ ↑↑


   

 
124. i) 3  ii) 6−  
  iii)  2  iv)  1. 
 
125. i) 1 ii) 3  

  iii)  7λ .
10

=   
 

126. i) Έχουμε  ( )ΑΒ 1, 2= − −


  

   και   ( )ΓΑ 2 3, 3 .= −


 

   Οπότε, ΑΒ ΓΑ 0.⋅ =
 

 

 ii) Έχουμε ( )ΓΒ 1 2 3, 2 3= − − +


 

   οπότε 

             

ΓΑ ΓΒ 15συνΓ
15 20ΓΑ ΓΒ

15 3
210 3

⋅
= =

⋅⋅

= =

 

 

 

127. i) Αρκεί να δείξουμε ότι ΑΒ ΑΔ 0.⋅ =
 

 

  ii) ΑΓ ΒΔ 2 7.= =
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128. i) γ 1=  

  ii) πα, γ
3

∧  = 
 
    και  πβ, γ .

3

∧  = 
 



  
 

129. i) ( )u 12, 4=
    

  ii) u 12α 52β.= +


   
 

130. i) det(α,β) 15 0.= − ≠
 

 
  ii) Αναζητούμε δύο διανύσματα γ  και  

   δ


 τέτοια, ώστε 
  β γ δ, γ / / α= +

 

    και  δ γ δ α.⊥ ⇔ ⊥
 

  
  Έχουμε 
  ●  ( )γ / /α γ λα γ λ,2λ⇔ = ⇔ = −

     

  ● ( )β γ δ δ β γ 4 λ,7 2λ= + ⇔ = − = + −
   

   

  ● δ γ δ α α δ 0⊥ ⇔ ⊥ ⇔ ⋅ =
  

    

               ( ) ( )4 λ 2 7 2λ 0
5λ 10 λ 2

⇔ − + + − =

⇔ = ⇔ =
 

  Επομένως, 
       γ ( 2,4)= −

   και   δ (6,3).=


 
 

131. Αρκεί να αποδείξουμε ότι 

  

( )

( )

( )

22

2 2

22

22

2

α β 4 α β 4

α β 2α β 4

α β 2 2 α β 4

α β 2 α β 0

α β 0, ισχύει.

+ ≥ ⇔ + ≥

⇔ + + ⋅ ≥

⇔ + + − ⋅ ≥

⇔ + − ≥

⇔ − ≥

 

 

 

 

 

 

 

 





  

 

132. i) Έχουμε α β γ γ+ = − =


      

   και  
γ 2 γ

α β γ .
3 3

+ = + =
 



   

   ii) Από το ερώτημα i) ή από τη σχέση  
   α β γ+ = −



   υψώνοντας στο τετράγωνο. 

   iii) Έχουμε 1α β
2

↑↑




  και  1α β
2

=




. 

  iv) Aπό το ερώτημα iii) προκύπτει ότι     
β 2α.=




 Επομένως, η σχέση  

                 α β γ 0+ + =
 

   
  γίνεται   

α 2α γ 0+ + =


    
  και συνεπώς   

γ 3α.= −
  

133. i) Έχουμε α β γ γ 2.+ = − = =


      

 ii) Aπό τη σχέση α β γ+ = −


   υψώνοντας  
   στο τετράγωνο. 
 iii) α΄ τρόπος: 
   Από τη σχέση α β γ 0+ + =

 

  υψώνοντας 
   στο τετράγωνο. 
   β΄ τρόπος: 

          ( )1α β β γ γ α γ α β
2

⋅ + ⋅ + ⋅ = − + ⋅ +
  

      

   ( )1 γ γ
2

= − + ⋅ −
  21 γ

2
= − −

  

   1 94 .
2 2

= − − = −  
 

134. i) Από τη σχέση α β γ+ = −


   υψώνοντας 

στο τετράγωνο βρίσκουμε 1α β .
2

⋅ = −




 

   Με ανάλογο τρόπο βρίσκουμε τα 
εσωτερικά γινόμενα β γ⋅



  και  γ α⋅
 . 

    ii) Έχουμε 

   ( )22
2 2α β α β α β 2α β− = − = + − ⋅

   

   

 

                    
22 1α β 2

2
 = + − − 
 





 

                    1 1 1 3.= + + =  

   Άρα,   α β 3.− =




 

   Ομοίως αποδεικνύονται και οι άλλες 
   δύο ισότητες. 
 

135. i) Αξιοποιούμε την ιδιότητα 2 2u u .=
   

  ii) Αξιοποιούμε το ερώτημα i). 
 

136. i) Αξιοποιούμε την ιδιότητα 2 2u u .=
   

  ii) Αξιοποιούμε την ιδιότητα 2 2u u .=
   

  iii) Αξιοποιούμε το ερώτημα ii). 
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   iv) Σύμφωνα με το ερώτημα i) έχουμε 

        
2 2

ΟΑ ΟΒ ΟΑ ΟΒ+ + −
 

 

   
22

2 ΟΑ 2 ΟΒ .= +


  

   Δηλαδή  

        
22 2 2ΟΓ ΒΑ 2ρ 2ρ− + = +



 

   
22 2ρ ΒΑ 4ρ ΒΑ ρ 3.⇔ + = ⇔ =



 

  Ομοίως, δείχνουμε ότι  
      ΒΓ ρ 3=



  και  ΓΑ ρ 3.=


 
  

137. i) α β 0− =




. 

  ii)  Aπό το ερώτημα i) προκύπτει ότι                   
                              α β 0.− =

 



 
 

138. i) α) Από τις δοθείσες σχέσεις, υψώ-
νοντας στο τετράγωνο και στη συ-
νέχεια προσθέτοντας κατά μέλη. 

   β) Από τις δοθείσες σχέσεις υψώ-
νοντας στο τετράγωνο και στη 
συνέχεια αφαιρώντας κατά μέλη. 

 ii) α) Με τον ορισμό. 

   β)   7 3α , β ,
2 2

= =




 

             31α 2β .
2

+ =




 
 

139. i) 1
2

  

 ii) α) Έχουμε δ β λα− =
 



 για κάποιο 

 λ .∈  Δηλαδή δ λα β= +
 



 και 

 συνεπώς δ λα β .= +
 



  

    Άρα, 3 λα β
2

= +




 και υψώνο-

ντας στο τετράγωνο βρίσκουμε 

τελικά 1λ .
2

= −  

   β) Έχουμε 1α δ α α β
2

 ⋅ = ⋅ − + 
 

 

  

 

    21 α α β 0
2

= − + ⋅ =


 

. 

140. i) 
2

α β 2γ 0+ + =


   

 ii) α β 2γ 2 γ 2+ = − = =


    

 iii) ( )22

α β 4 α β 4+ = ⇔ + =
 

 

 

  2 2α β 2α β 4⇔ + + ⋅ =
 

 

 

           

22α β 2α β 4

α β 1, αφού α β 1.

⇔ + + ⋅ =

⇔ ⋅ = = =

 

 

 

 

 

  Άρα,  α β α β⋅ = ⋅
 

 

 και συνεπώς  

  α β.↑↑




 

       Επίσης, α β=




.  

141. i) γ 1=   
  ii)  ( )Δ 3, 6−  και  ( )Ε 6,0  

  iii) Αρκεί να δείξουμε ότι ΔΒ ΔΕ 0.⋅ =
 

 
 
142. i) Αξιοποιούμε τη δοθείσα ισότητα. 
  ii)  Έχουμε ( )Ε 2,0 .  Επίσης από τη σχέ-

ση ΓΔ ΔΕ 0⋅ =
 

 βρίσκουμε κ 4.=  
Άρα, για το ορθογώνιο ΟΑΒΓ ισχύει 
( ) ( )ΟΑ ΟΓ .=  

143. i) Αξιοποιούμε τη σχέση ΒΔ ΓΕ 0.⋅ =
 

 
  ii)  Έχουμε 

( ) ( )2 2ΑΒ 20, ΑΓ 5α 10β 20= = − +  

   και  ( )2ΒΓ α 2β 8.= − +  
 

144. i) Με απαγωγή σε άτοπο. 
  ii)  Με απαγωγή σε άτοπο. 

  iii) Έχουμε x κα λβ.= +


  

   Άρα, 2α x κα λα β⋅ = + ⋅


    

   ή ισοδύναμα 20 κ α λ 3= + ⋅


 
   και τελικά  0 κ 3λ.= +  
 
 

145. i) Έχουμε 
     ΜΑ ΜΒ⋅ =

  ( ) ( )ΜΚ ΚΑ ΜΚ ΚΒ+ ⋅ +
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                                  ( ) ( )ΜΚ ΚΑ ΜΚ ΚΑ= + ⋅ −
   

 

                                  
2 2

ΜΚ ΚΑ= −
 

 

                                  
2 2

ΜΚ ΚΑ= −
 

 

                                  
2

2ΜΚ 4 .= −


 

  ii) Ο κύκλος με κέντρο το σημείο Κ και 
ακτίνα ρ 5.=  

 

146. i) Έχουμε α β 0.⋅ =




 
  ii)  ( )u 2, 4= −

  ή  ( )u 4, 2 .=
  

 

147. i) Έχουμε 

   α β | α β συν α, β
∧ ⋅ = ⋅ ⋅  

 

  

  

   

             α β | συν α, β | α β .
∧ = ⋅ ⋅ ≤ ⋅ 

 

  

  

 

   H ισότητα ισχύει αν και μόνο αν               

                          συν α, β 1.
∧  = ± 

 





 

   Δηλαδή, αν και μόνο αν α / /β




. 
  ii) Θεωρούμε τα διανύσματα 
            ( )α x, y=



 και  ( )β 2,1=


 
   και αξιοποιούμε το ερώτημα i). 
   H ισότητα ισχύει αν και μόνο αν 

α / /β




, δηλαδή x 2y.=  
 
 

148. i) 1. 

  ii)  5 4, .
41 41

 
 
 

 

 
149.  i) Έχουμε 
   

α
α β α προβ β 4 2 6 3 26.⋅ = ⋅ = ⋅ + ⋅ =

   

 
  ii) Έχουμε 

   
α β 26 (4,6) (x,x 6) 26

4x 6(x 6) 26
10x 10 x 1.

⋅ = ⇔ ⋅ + =
⇔ + + =
⇔ = − ⇔ = −





 

   Άρα, ( )β 1, 5 .= −


 

 iii) Αναζητούμε δύο διανύσματα γ  και  

   δ


 τέτοια, ώστε 

          β γ δ, γ / / α= +
 

    και  δ γ δ α.⊥ ⇔ ⊥
 

  

   Προφανώς γ


= ( )α
προβ β 2, 3 .=



 

   Και συνεπώς δ β γ ( 3,2).= − = −
 

  

150. i) Έχουμε απροβ β λα=





 για κάποιο λ .∈  
   Στη συνέχεια αξιοποιώντας τη σχέση 

   αα β α προβ β⋅ = ⋅ 

 

 

 βρίσκουμε 2
α βλ .
α
⋅

=







 

 

  ii)  α) Αρκεί να δείξουμε ότι ΟΑ ΟΓ 0.⋅ =
 

 
   β) ( )Β 7, 6  

   γ) 68 68ΟΔ α β.
85 85

= +
 



 
 

151. i) Mε απαγωγή σε άτοπο. 
  ii)  Έχουμε ( )απροβ α λβ 2α.+ =



 

 

   Επομένως,  
             ( ) 2

αα προβ α λβ 2α⋅ + =



  

 

        ( ) 2α α λβ 2 α⇔ ⋅ + =


  

 

        22α λα β 2 α⇔ + ⋅ =


  

 

        λα β 2α β⇔ ⋅ = ⋅
 

 

. 

   Όμως, α β 0.⋅ ≠




 

 iii) Έχουμε ( ) 2α α λβ 2α⋅ + =


  

 και λ 2.=  

 iv) Έχουμε ( ) 2α α λβ 2α⋅ + =


  

. 

   Δηλαδή, ( ) 2α α λβ 2 α .⋅ + =


  

 

   Όμως,  ( )α α 2β⋅ +


 

 

                       α α 2β συν α, α 2β
∧ = ⋅ + ⋅ + 

 

 

   

 

                        α α 2β .≤ ⋅ +


 

 

   Επομένως,   
                      22 α α α 2β .≤ ⋅ +



  

 
 
 

152. i) Παρατηρούμε ότι 

                 
ΟΑ

προβ ΟΓ / /ΟΑ
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  και  
                           

ΟΒ
προβ ΟΓ / /ΟΒ.

 

 

   Αρκεί λοιπόν να αποδείξουμε ότι 
     

ΟΑ ΟΒ
προβ ΟΓ προβ ΟΓ.⊥ 

 

 

  ii) ( )Γ 1,3 .  
 

153. i) Έχουμε ( )α
1προβ α λβ α.
λ

+ =



 

 

   Επομένως,  

                 ( ) 2
α

1α προβ α λβ α
λ

⋅ + =



  

 

    ( ) 21α α λβ α
λ

⇔ ⋅ + =


  

 

    22 1α λα β α
λ

⇔ + ⋅ =


  

 

    2 2 21 1α λ α α
4 λ

 ⇔ + − = 
 

  

 

    21 11 λ 4λ λ 4
4 λ

⇔ − = ⇔ − =  

    2λ 4λ 4 0 λ 2.⇔ − + = ⇔ =  

  ii) Έχουμε ( ) 21α α λβ α
λ

⋅ + =


  

 και λ 2.=  

  iii) Έχουμε 

   ( )22
α 2β α 2β+ = +

 

 

 

         
22

2 2 2 2

α 4 β 4α β

α α α α .

= + + ⋅

= + − =

 

 

   

  

  iv) Έχουμε 

      
( )α α 2β

συν α, α 2β
α α 2β

∧ ⋅ + + = 
  ⋅ +



 



 



 

 

                         

21 α 12 .
α α 2

= =
⋅



 

 

 
 
 
 

Ερωτήσεις Θεωρίας 
 
 

1. Διάνυσμα ονομάζουμε κάθε προσανα-
τολισμένο ευθύγραμμο τμήμα, δηλα-
δή κάθε ευθύγραμμο τμήμα του 
οποίου τα άκρα θεωρούνται διατεταγ-
μένα. Το πρώτο άκρο λέγεται αρχή 
του διανύσματος και το δεύτερο 
λέγεται πέρας του διανύσματος. 

 

2. Μηδενικό διάνυσμα λέγεται το 
διάνυσμα που η αρχή και το πέρας του 
συμπίπτουν. 

 

3. Μέτρο ή μήκος ενός διανύσματος 

AB


 ονομάζουμε την απόσταση των 
άκρων του, δηλαδή το μήκος του 
ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ. Το μέτρο 

του διανύσματος AB


 το συμβο-

λίζουμε με AB .


 
 

4. Μοναδιαίο διάνυσμα λέγεται κάθε 
διάνυσμα που έχει μέτρο 1. 

 

5. Φορέα ενός μη μηδενικού διανύσμα-

τος AB


 ονομάζουμε την ευθεία πάνω 

στην οποία βρίσκεται το AB


.  
 
6. Ως φορέα ενός μηδενικού διανύσμα-

τος AA


 θεωρούμε οποιαδήποτε 
ευθεία που διέρχεται από το Α. 

 

7. Όταν έχουν τον ίδιο φορέα ή παράλ-
ληλους φορείς. Στην περίπτωση αυτή 

λέμε ότι τα AB και ΓΔ
 

 έχουν την 
ίδια διεύθυνση και γράφουμε 

AB / /ΓΔ.
 

 
 

8. ● Τα AB


 και ΓΔ


 λέγονται ομόρ-
ροπα όταν: 

  α) έχουν παράλληλους φορείς και 
βρίσκονται στο ίδιο ημιεπί-
πεδο ως προς την ευθεία ΑΓ 
που ενώνει τις αρχές τους ή 
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  β) έχουν τον ίδιο φορέα και μία 
από τις ημιευθείες ΑΒ και ΓΔ 
περιέχει την άλλη. 

  Στις περιπτώσεις αυτές λέμε ότι τα 

ΑΒ


 και ΓΔ


 έχουν την ίδια 
κατεύθυνση (ίδια κατεύθυνση και 

φορά) και γράφουμε AB ΓΔ.↑↑
 

 

 ● Τα AB


 και ΓΔ


 λέγονται αντίρ-
ρητα όταν είναι συγγραμμικά και 
δεν είναι ομόρροπα. 

  Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι τα 

AB


 και ΓΔ


 έχουν αντίθετη 
κατεύθυνση (ίδια κατεύθυνση και 
αντίθετη φορά) και γράφουμε 

AB ΓΔ.↑↓
 

 
 

9. Όταν έχουν την ίδια διεύθυνση, την 
ίδια φορά και ίσα μέτρα. 

 Για να δηλώσουμε ότι δύο διανύ-

σματα AB


 και ΓΔ


 είναι ίσα, 

γράφουμε AB ΓΔ.=
 

 
 

10. Όταν έχουν την ίδια διεύθυνση, 
αντίθετη φορά και ίσα μέτρα. Για να 
δηλώσουμε ότι δύο διανύσματα 

AB και ΓΔ
 

 είναι αντίθετα γράφουμε: 

      AB ΓΔ ή ΓΔ AB.= − = −
   

 
 

11. Με αρχή ένα σημείο Ο θεωρούμε τα 

διανύσματα ΟA α=




 και ΟB β.=
 

  

Την κυρτή γωνία ΑΟΒ  που ορίζουν 
οι ημιευθείες ΟΑ και ΟΒ την 
ονομάζουμε γωνία των διανυσμάτων 

α


 και β


 και τη συμβολίζουμε με 

( ) ( )α , β ή β , α
 

 

   . 
 

12. θ 0, αν α β= ↑↑




 

 θ π, αν α β= ↑↓




 
 

13. Δύο διανύσματα α και β




 λέμε ότι 
είναι ορθογώνια ή κάθετα αν και μόνο 

αν 
 πα, β .

2
 

= 
 





  Στην περίπτωση αυτή 

γράφουμε α β.⊥




 
 

14. Για να προσθέσουμε ν διανύσματα 

1 2 να , α , ..., α
  

 τα καθιστούμε διαδο-
χικά, οπότε το άθροισμά τους θα είναι 
το διάνυσμα που έχει ως αρχή την 
αρχή του πρώτου και ως πέρας το 
πέρας του τελευταίου. 

 

15. Το διάνυσμα ΟΜ.


 
 

16. Βλ. σελ. 17. 
 

17. Για οποιαδήποτε διανύσματα α


 και 

β


 ισχύει 

       α β α β α β− ≤ + ≤ +
  

  

 

 

18. ● Αν λ 0≠  και α 0,≠




 ονομά-

ζουμε γινόμενο του λ με το α


 
και συμβολίζουμε με λ α⋅



  ή  
λα


  ένα διάνυσμα το οποίο: 
  α) είναι ομόρροπο του α,



 αν 
λ 0>  και αντίρροπο του 
α


, αν λ 0.<  

  β) έχει μέτρο λ α .


 

 ● Αν λ 0=  ή α 0=




, τότε ορί-
ζουμε ως λ α⋅



 το μηδενικό 

διάνυσμα 0.


 
 

19. Κάθε διάνυσμα της μορφής κα λβ,+




 

όπου κ, λ .∈  
 

20. Βλ. σελ. 27. 
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21. Μία ευθεία x x′  πάνω στην οποία 
επιλέγουμε δύο σημεία Ο και Ι, έτσι 

ώστε το διάνυσμα OI


 να έχει μέτρο 1 
και να βρίσκεται στην ημιευθεία Οx. 

 

22. Έστω Ο η αρχή και i


 το μοναδιαίο 
διάνυσμα του άξονα x x.′  Επειδή 

OM / / i
 

, θα υπάρχει ακριβώς ένας 
πραγματικός αριθμός x τέτοιος, ώστε 

OM x i.= ⋅
 

 Τον αριθμό x τον 
ονομάζουμε τετμημένη του Μ. 

 

23. Δύο κάθετους άξονες x x′  και y y′  με 
κοινή αρχή Ο και μοναδιαία 

διανύσματα i


 και j.


 
 

24. Το διάνυσμα α


 γράφεται κατά 
μοναδικό τρόπο στη μορφή 

α x i yi= +
 



. Τα διανύσματα xi


 και 

yi


 λέγονται συνιστώσες του διανύ-

σματος α


 κατά τη διεύθυνση των i


 

και j.


 Ο αριθμός x λέγεται τετμημένη 

του α


 και ο αριθμός y λέγεται 
τεταγμένη του α.



 
 

25. Βλ.  σελ. 50.  
 

26. Βλ.  σελ. 51. 
 

27. Βλ.  σελ. 51, 52. 
 

28. Βλ.  σελ. 52. 
 

29. Βλ.  σελ. 52, 53. 
 

30. Την ορίζουσα που έχει ως πρώτη 
γραμμή τις συντεταγμένες του α



 και 
ως δεύτερη γραμμή τις συντεταγμένες 

του β.


 Την ορίζουσα των α


 και β


 τη 

συμβολίζουμε με ( )det α,β




. Δηλαδή,  

           ( ) 1 1

2 2

x ydet α,β x y=




. 

 

31. Έστω Α το σημείο του επίπεδου για 

το οποίο ισχύει OA α.=




 Ονομάζουμε 
γωνία που σχηματίζει το α



 με τον 
x x′  τη γωνία φ που διαγράφει ο 
ημιάξονας Οx αν στραφεί γύρω από 
το Ο κατά τη θετική φορά μέχρι να 
συμπέσει με την ημιευθεία ΟΑ. 

 

32. Το πηλίκο yλ .
x

=  

 

33. Βλ. σελ. 55. 
 

34. Βλ.  σελ. 84. 
 

35. Βλ.  σελ. 85, 86. 
 

36. Βλ.  σελ. 85, 86.  
 

37. Βλ.  σελ. 86.  
 

38. Με αρχή ένα σημείο Ο θεωρούμε τα 

διανύσματα ΟΑ α=




 και ΟΜ ν.=




  
Από το Μ φέρνουμε κάθετο στη 

διεύθυνση του ΟΑ


 και έστω 1Μ  το 

ίχνος της καθέτου. Το διάνυσμα 1ΟΜ


 
ονομάζεται προβολή του ν



 στο α


 
και συμβολίζεται με απροβ ν.



 Δηλαδή, 

1απροβ ν ΟΜ=





. 
 

39. Βλ.  σελ. 88. 
  

 
 

Ερωτήσεις Σωστού-Λάθους 
 

1. Σ 

2. Σ 

3. Σ 

4. Σ 
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5. Λ 

6. Λ 

7. Λ 

8. Σ 

9. Σ 

10. Σ 

11. Λ 

12. Λ 

13. Σ 

14. Λ 

15. Λ 

16. Σ 

17. Σ 

18. Σ 

19. Σ 

20. Σ 

21. Λ 

22. Λ 

23. Λ 

24. Σ 

25. Λ 

26. Λ 

27. Σ 

28. Σ 

29. Λ 

30. Σ 

31. Λ 

32. Λ 

33. Λ 

34. Σ 

35. Λ 

36. Σ 

37. Σ 

38. Λ 

39. Σ 

40. Λ 

41. Σ 

42. Σ 

43. Λ 

44. Σ 

45. Λ 

46. Λ 

47. Λ 

48. Λ 

49. Λ 

50. Λ 

51. Λ 

52. Λ 

53. Λ 

54. Σ 

55. Σ 

 
 

Διαγώνισμα 
 

 

Θέμα Α 
Α1. Βλ. Θεωρία 
Α2. Βλ. Θεωρία 
Α3.  α)  Λάθος β) Λάθος 
  γ) Λάθος δ) Σωστό 
  ε) Λάθος. 
 
Θέμα Β 

Β1. 1ΑΕ α β
2

= +
 



  και   1 3ΑΖ α β.
2 4

= +
 



 

Β2. Αξιοποιούμε το ερώτημα i). 
Β3. 24. 
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Θέμα Γ 

Γ1. ΑΒ ( 2, 2)= − −


,    | ΑΒ | 2 2=


   

 και  ΑΒ α 2⋅ = −
 

 

Γ2. | β | 14=


 
Γ3. Έχουμε  

 ΑΒ

ΑΒ

προβ β / /ΑΒ
προβ β λΑΒ ( 2λ, 2λ)⇔ = = − −





 

   

 Επομένως    

 
ΑΒ

2

ΑΒ β ΑΒ προβ β
ΑΒ (ΑΒ α) ( 2, 2) ( 2λ, 2λ)

5ΑΒ ΑΒ α 4λ 4λ λ
4

⋅ = ⋅
⇔ ⋅ − = − − ⋅ − −

⇔ − ⋅ = + ⇔ =



   

  

  

. 

Γ4. 5πφ .
4

=  

 
Θέμα Δ 
Δ1. x 2=  ή  x 6.= −  
Δ2. ( ) ( )Α 2, 2 , Β 0, 4−  και ( )Γ 2, 6 .  

Δ3. α) πθ
4

=  

  β) ΟΓ α β= +
 



, 

   όπου ( ) ( )α 2, 2 και β 4, 4 .= − =
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Η  Ευθεία στο Επίπεδο 
 

 
 

   H Eυθεία  
   Εξίσωση Ευθείας 

 
 

  1. i) 10−   ii) 1  

 iii) 1
10

.  

 

   2. i) π
4

  ii) 3π
4

 

 iii) π
2

  iv) 0. 

 

   3. i) 1,  3
7

−  και  1−  αντίστοιχα. 

 ii) Έχουμε ΑΒ ΓΑλ λ 1.⋅ = −  Άρα ΑΒ ΓΑ.⊥   
 
   4. i) y x 3= − −   ii) y 3x 7= −  
 iii) x 1= . 

 
   5. i) ( )y 3 2 x 1 y 2x 5− = − − ⇔ = − +  

 ii) y 3=  
 iii) x 1=  

 iv) 0 3λ 1.
4 1
−

= = −
−

  

  Άρα, 
( )ε : y 3 1 x 1 y x 4.− = − ⇔ = − +  

  6. i) π πλ εφ π εφ 1.
4 4

 = − = − = − 
 

 

  Άρα, 
( )ε : y 5 1 x 2 y x 7.− = − − ⇔ = − +   

 ii) λ λu 3.= = −
   

  Άρα 
( )ε : y 5 3 x 2 y 3x 11.− = − − ⇔ = − +  

 iii) ε: x 2.=  

 iv) 3 5λ 1.
0 2
−

= =
−

  

 Άρα, 
( )ε : y 5 1 x 2 y x 3.− = − ⇔ = +  

  7. i) y 2x 8= − +   ii) 5y x 9
2

= − +  

 iii) y 2x 7= − + . 
 

    8. Έχουμε ( )M 3, 2   και  

  ε ΑΜ
2 7ε / /ΑΜ λ λ 5.
3 2
−

⇔ = = −
−

 

  Οπότε, 
  ( )ε : y 2 5 x 1 y 5x 8.− = − − ⇔ = − +  

 
 

  9. i) Έχουμε ΑΒ ΓΔλ 4 λ .= =  Άρα ΑΒ// ΓΔ.   

   Επίσης,  ΑΔ ΒΓ
2 1λ λ .
5 2

= ≠ − =   

   Άρα, ΑΔ // ΒΓ.  
 ii) ΑΓ :y 2x 4= − +  και BΔ : y x 1.= +   

 

  10. i) 
y 3x 1 y 3x 1

y x 3 3x 1 x 3

 = + = + ⇔ 
= + + = + 

 

                    
y 4

x 1

=⇔ 
=

 

 Άρα, ( )A 1, 4 .  
 ii) ΓΒ ΑΔ⊥ , άρα  
  ΓΒ ΑΔ ΓΒλ λ 1 λ 1 1⋅ = − ⇔ ⋅ = −  
                ΓΒλ 1⇔ = −  
  Οπότε, 

( )ΓΒ : y 2 1 x 3+ = − −

y x 1.⇔ = − +  

 iii) 
y 3x 1 y 3x 1

y x 1 3x 1 x 1

 = + = + ⇔ 
= − + + = − + 

\ 

        
y 3x 1 y 1

x 0 x 0

= + =  ⇔ ⇔ 
= =  

 

  Άρα, ( )B 0, 1 .  

 iv) 3 1 2 4M , ,
2 2
+ − + 
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  δηλαδή ( )M 2,1 .   
      Οπότε  

      ΒΜλ 0=  και ΒΜ : y 1.=  
 

 

  11. i) 
y x 1 y x 1

1 1 1 1y x x 1 x
4 4 4 4

 = − − −
 ⇔ 

= − − = − 


 

                       
y 0

x 1

=⇔ 
=

 

 Άρα, ( )A 1, 0   
 ii) ● Έχουμε 

   ΓB / / ΑΔ ⇔ ΓΒ ΑΔ
1λ λ .
4

= =  

   Οπότε  

          
( )1ΓΒ : y 3 x 7

4
1 5y x .
4 4

− = −

⇔ = +
 

  ● Έχουμε 
  ΓΔ / / ΑΒ ⇔ ΓΔ ΑΒλ λ 1.= =  

   Οπότε  

        ( )ΓΔ : y 3 1 x 7
y x 4.

− = −

⇔ = −
 

 iii)    
y x 1 y x 1

1 5 1 5y x x 1 x
4 4 4 4

 = + = +
 ⇔ 

= + − = + 


 

          
y x 1 y 2

3 9x x 3
4 4

 = + =
 ⇔ ⇔ 

= = 


 

  Άρα, ( )B 3, 2 .  
 

12. i) ( )Α 5, 3   ii) ( )Γ 3, 1−  
 iii) y 2x 7.= −   
 

13. i) 1 15ΑΒ :y x
7 7

= − +   

   και 

      1 5ΑΓ :y x .
2 2

= − +    

 ii) ( )Β 8, 1  

 iii) 3 25y x .
11 11

= − +  

 
14. i) ( )Α 6, 8 .− −  

 ii) Οι συντεταγμένες του σημείου Α 
δεν επαληθεύουν την εξίσωση της 
δοθείσας διαγωνίου.  

 iii) ( )Β 18,16 .  
 iv) y 2x 20.= −   
 

  15.  i)   ΔΓ : y 2x 14.= − +  
     ΔΑ : y 4x 4.= −  

 ii) ( )Δ 3,8  

 iii) 
4 8MN : y x .
7 7

= +  

 
16. i) ( )Α 2, 1− −  

 ii) α) ( )Β 2, 3−   

   β) 3y x 6.
2

= −  

 
17. i) Έχουμε ΑΒ ΒΓλ λ=  

 ii) α)  α 4 και β 0= =  

   β)  1 7y x .
2 2

= − +  

 
 18. i) Έχουμε ΑΒ ΑΓλ λ 1.= = −  
 ii) ( )Δ 4, 3 .−  
 

 19. i) 1 7y x
2 2

= − +  

 ii) ( )B 3, 2  

 iii) ( ) 2 2d AB 2 1 5= = + =  

 iv) ( )A 1, 3 .′  
 

 20. i) ΑΒ
3 2 1λ
2 1 3
−

= =
+

  και  ΒΓ
0 3λ 1.
5 2
−

= = −
−

 

   Άρα, ΑΒ ΒΓλ λ .≠  
 ii) y x 5= − +  
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 iii) y x 3= +  
 iv) Λύνοντας  το σύστημα των εξισώ-

σεων των ευθειών ΑΔ και ΒΓ βρί-
σκουμε  

 x 1=    και   y 4.=  
   Επομένως, ( )Δ 1, 4  και συνεπώς  

           ( ) 2 2ΑΔ 2 2 8 2 2.= + = =  
   Επίσης,       

            ( ) ( )22ΒΓ 3 3 18 3 2.= + − = =  
   Άρα, το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ 

είναι  

              ( ) ( )1Ε ΒΓ ΑΔ
2

= ⋅   

                  1 3 2 2 2 6
2

= ⋅ =  τ.μ. 
 
 

21. i) Έχουμε ΑΒ ΑΓλ λ 1.⋅ = −  
 ii) ( )Δ 6, 11− −  
 iii)  116 τ.μ. 
 
 

22. i) ( )Α 4, 0′  

 ii) 1 4y x
5 5

= −  

 iii) ( )Β 1, 1 .− −  
 

   23. i) ( )Α 8, 2′  

 ii) ( )Α 2, 0′′  

 iii) 1 2y x
3 3

= −  

24. i) Οι συντεταγμένες του σημείου Α 
δεν επαληθεύουν την εξίσωση της 
δοθείσας διαγωνίου 

 ii) y x 7= − +   
 iii) ( )K 4,3  

 iv) ( )Γ 6,1 .  
             
25. i) ( )Κ 2,1  
 ii) y 2x 3= −  
 iii) ( )Β 1, 1−  και  ( )Δ 3,3  
 iv) 10 τ.μ. 

26. i) H ΒΔ διέρχεται από το κέντρο 
Κ(2, 3) του τετραγώνου και είναι 
κάθετη στην ΑΓ. Οπότε 

        
ΒΔ ΑΓ ΒΔ

ΒΔ

λ λ 1 λ 2 1
1λ
2

⋅ = − ⇔ ⋅ = −

⇔ = −  

 και 

      

1ΒΔ : y 3 (x 2)
2

1y x 4.
2

− = − −

⇔ = − +
 

 ii) Β(6, 1) και Δ(˗2, 5)  
 ή αντίστροφα. 

 
27. i) ( )Α 4,3  και  ( )Β 2,5 .   

 ii) y x 7.= − +  
 
 

28. i) ( )Α 4, 4  και ( )Β 6, 2  
 ii) y x 8.= − +  
 
29. y x 3= +  και  y x 5.= − +  
 

 

30. i) y x 1= +  ή  y x 5= − +   
 ii) Για την ευθεία y x 1= +  το ζητούμε- 

   νο εμβαδό είναι 1
2

 τ.μ. 

   Για την ευθεία  y x 5= − +  το ζητού- 

   μενο εμβαδό είναι 25
2

 τ.μ. 

31. i) κ 0=   και  1λ
2

=  

 ii) y 2x 8= − +  και y 2x 8.= − −  
  
32. i) ( )Μ 2,3    
 ii) y 3x 9.= − +  
 
33. Έστω ε : y 2x κ= − +  η ζητούμενη 

ευθεία, αφού ε / / η.  Η ( )ε  τέμνει τον 
Οx, Oy  στα σημεία  

( )κA , 0 , Β 0, κ
2

 
 
 

 με κ 0> . 
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 Όμως  

( ) ( )( )1ΟΑΒ 9 ΟΑ ΟΒ 9
2
1 κ κ 9
2 2

= ⇔ =

⇔ ⋅ =
 

                 2κ 36 κ 6,⇔ = ⇔ =  
 αφού κ 0.>  
 Άρα, ε : y 2x 6.= − +  
 

  34. Η ζητούμενη ευθεία τέμνει τους 
θετικούς ημιάξονες. Επομένως έχει 
συντελεστή διεύθυνσης λ 0≠   και  
εξίσωση της μορφής 

                      
y 4 λ(x 3)
y λx (4 3λ).
− = −

⇔ = + −
  

 Η ευθεία αυτή τέμνει   τον  ημιάξονα 

Οx στο σημείο 3λ 4Α , 0
λ
− 

 
 

  με                        

            3λ 4 0
λ
−

>    (1) 

και τον  ημιάξονα Οy στο σημείο Β(0, 
4 ˗ 3λ) με 

 4 ˗ 3λ > 0     (2) 
Οι σχέσεις (1) και (2) συναληθεύουν 
αν και μόνο αν  

 λ < 0   (3) 
 Έχουμε 

         2

(3)
2

2

1Ε 24 (ΟΑ)(ΟΒ) 24
2
3λ 4 | 4 3λ | 48

λ
| 3λ 4 | 48 | λ |

(3λ 4) 48λ
4(3λ 4) 0 λ .
3

= ⇔ =

−
⇔ ⋅ − =

⇔ − =

⇔ − = −

⇔ + = ⇔ = −

 

      Άρα,  
4y x 8.
3

= − +  
 

35. Aν (η) είναι ευθεία παράλληλη προς 

το διάνυσμα α,


 τότε η α

3λ λ .
5

= =  

 Oπότε, έχουμε  

        
ε η

ε

ε ε η λ λ 1
5λ .
3

α⊥ ⇔ ⊥ ⇔ ⋅ = −

⇔ = −



  

 Άρα, η ευθεία (ε) έχει εξίσωση της 
μορφής 

  5y x κ, με κ R.
3

= − + ∈  

 Η ευθεία (ε) τέμνει τον άξονα x x′  

στο σημείο 3κΑ ,0
5

 
 
 

 και τον άξονα 

y y′ στο σημείο Β(0, κ). Oπότε, 
έχουμε  

           3κκ 4 2κ 20 κ 10.
5

− = ⇔ = ⇔ =  

 Άρα, η ζητούμενη εξίσωση της 

ευθείας (ε) είναι 5y x 10.
3

= − +  

 
  36. ● Αρχικά υποθέτουμε ότι η ζητού-

μενη ευθεία (ε) έχει συντελεστή 
διεύθυνσης λ.  

   Τότε έχει εξίσωση της μορφής 

                
y 5 λ(x 2)
y λx (5 2λ).
− = −

⇔ = + −
 

  Η ευθεία (ε) τέμνει την ευθεία (ε1) 

στο σημείο 2λ 5 5 2λΑ ,
λ 1 λ 1
− − 

 + + 
 και 

την  ευθεία (ε2) στο σημείο 
2λ 4 5 λΒ , .
λ 1 λ 1
− − 

 + + 
 Oπότε, έχουμε 

       
2

2 2

2 2

(ΑΒ) 1

1 λ 1
(λ 1) (λ 1)

1 λ (λ 1) λ 0.

=

⇔ + =
+ +

⇔ + = + ⇔ =

 

   Άρα, η ευθεία y = 5 είναι λύση του 
προβλήματος.  

 ●  Στη συνέχεια εξετάζουμε αν η 
ευθεία ( )ε  που διέρχεται από το 

σημείο ( )M 2,5 και δεν έχει συ-
ντελεστή διεύθυνσης, δηλαδή η 
ευθεία ε :x 2=  είναι λύση του   
προβλήματος. Η ευθεία αυτή 
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τέμνει τις ευθείες ( )1ε  και ( )2ε   

στα σημεία ( )Α 2, 2−  και 

( )Β 2, 1−  αντίστοιχα. Και επειδή  

     2 2(ΑΒ) (2 2) ( 1 2) 1= − + − + = ,  
   συμπεραίνουμε ότι και η ευθεία      

x = 2 είναι λύση του προβλήματος. 
 

   37. i) Θέτουμε ( )Μ x, y . Τότε έχουμε 

   

2 2

2 2 2 2

(ΑΜ) 3 (ΟΜ)
(x 2) (y 1) 3 x y
y 2x 1.

= +

⇔ − + + = + +
⇔ = −

 

   Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός 
τόπος είναι  η ευθεία ε : y 2x 1.= −  

 ii) Το σημείο Β είναι η προβολή του 
σημείου Α πάνω στην ευθεία ( )ε  
και οι συντεταγμένες του είναι η 
λύση του συστήματος  

        

y 2x 1 y 2x 1
1 1y x 2x 1 x
2 2

2x
5

1y .
5

= − = −  ⇔ = − − = −  
 =

⇔ 
 = −


 

   Άρα, 
2 1Β , .
5 5

 − 
 

 

 
38. i) Θέτουμε ( )M x, y .  Τότε από τη δο-

θείσα σχέση βρίσκουμε y 3x 3= −  
και οι συντεταγμένες του σημείου 
Α(1, 0) επαληθεύουν την εξίσωση 
της ε : y 3x 3.= −   

 ii) Αρχικά βρίσκουμε την προβολή του 
σημείου Β(0, ˗1) πάνω στην ευθεία 

(ε) που είναι το σημείο 3 6Κ , .
5 5

 − 
 

 

Αξιοποιώντας ότι το Κ είναι το μέσο 
του τμήματος ΒΒꞌ βρίσκουμε 

6 7Β , .
5 5

 ′ − 
 

 

 

 39. i) Θέτουμε ( )M x, y .  Oπότε x = λ + 
5 και y = 2λ + 3. Απαλείφοντας 
την παράμετρο βρίσκουμε ότι 
ε : y 2x 7.= −  

 ii) Η ευθεία (η) έχει εξίσωση της 
μορφής y 2x κ, κ R= + ∈  και  
τέμνει τους άξονες x x′ και y y′ στα 
σημεία  

  κΑ ,0
2

 − 
 

 και Β(0,κ) αντίστοιχα. 

 Έχουμε 

              
2

2κ(ΑΒ) 5 κ 5
4

| κ | 2 κ 2.

= ⇔ + =

⇔ = ⇔ = ±

 

 Άρα το πρόβλημα έχει δύο 
λύσεις, τις ευθείες  

     1,2(η ) : y 2x 2.= ±  
 

40. i) 
1 1y x .
2 2

= −  

 ii) ( )Μ 3,1   

 iii) ( )Γ 4, 1−  

 iv) Έχουμε ( ) ( )ΑΒ ΒΓ=    
 v) κ 0=   ή  κ 2.=  
 

 
41. i) ● Θέτουμε ( )M x, y .  Τότε έχουμε 

x = 2λ και y = λ + 3. Δηλαδή 
1y x 3.
2

= +  Άρα το σημείο Μ 

ανήκει στην ευθεία  

  1
1ε : y x 3.
2

= +  

     ● Θέτουμε ( )Ν x, y .   

   Όμως ( )Ν λ 3,2λ .+   
   Επομένως x = λ + 3 και y = 2λ   
    Δηλαδή y 2x 6.= −   
  Άρα το σημείο Μ ανήκει στην 

ευθεία 2ε : y 2x 6.= −  
 ii) Οι ευθείες (ε1) και (ε2) τέμνονται 

στο σημείο Α(6, 6), το οποίο 
ανήκει και στην ευθεία (ε). 
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  42. i) ( )Μ λ,3λ  

 ii) Θέτουμε ( )Μ x, y . Οπότε, 

x λ=   και  y 3λ.=  
   Δηλαδή, ε : y 3x.=  
 
 

   Γενική Μοφή Εξίσωσης Ευθείας 
 
 

43. i) Το σύστημα  
α 0

α 1 0

=


− =
 είναι 

αδύνατο. Άρα, η δοθείσα εξίσωση 
παριστάνει ευθεία για κάθε α .∈  

 ii) Η ευθεία αε  (δοθείσα) διέρχεται 
από το σημείο ( )Α 2,1  αν και 
μόνο αν ισχύει 

       
( )α 2 α 1 1 4α 5 0

2α α 1 4α 5 0
α 4.

⋅ + − ⋅ − + =

⇔ + − − + =
⇔ =

 

 
44. i) Δεν υπάρχει τιμή του α∈  τέτοια,  
   ώστε α 2 0+ =  και 2α 9 0.− =  
 ii) α) α 2= −   
   β) α 3= ±   
   γ) α 1 ή α 2.= =  
 

   45. i) α 1.≠ −  
 ii) α 1.=  
 iii) α 0=  
 iv) α 2 ή α 3.= = −  

 
46. i) Έχουμε λ 0≠  
 ii) α)  Έχουμε ε ηλ λ=   

           Δηλαδή , λ 2
λ μ

− =
−

 

   β) λ 2=  και μ 3.=  
47. i) ( )Α 4,5  
 ii) α) y 2x 3= −  
   β) ( )Α 2,1 .′  
 

48. i) Οι ευθείες y 0= και y x=  
 ii) Οι ευθείες x 1= και y 2=  
 iii) Οι ευθείες y x 2= − + και y x 2= − −  

 iv) Οι ευθείες y x= και 1y x.
2

= −  

 
49. i) ( )Α 4,1  

 ii) α) Έχουμε ( )Α ε .∈  Δηλαδή      

          ( )α 4 1 α 1 β 0⋅ + − ⋅ + =   
    ή ισοδύναμα  3α β 1 0.+ + =  

   β) 1α
3

= −   και  β 0.=    

 
50. i) ( )Μ 4, 2  

 ii) α)  Το συμμετρικό του Μ ως προς 
την ευθεία y x=  είναι το σημείο 

( )Μ 2, 4′  και οι συντεταγμένες 
του επαληθεύουν την εξίσωση 
της ευθείας ( )η .  

   β) Έχουμε ΟΑ
1λ
2

= −  και ηλ 2.=  

    Επομένως, ΟΑ ηλ λ 1.⋅ = −  
 
51. Aρχικά βρίσκουμε τις εξισώσεις των 

ευθειών ΑΒ και ΑΓ. 
  Τελικά βρίσκουμε ( ) ( )B 1,1 και Γ 8,3 .  

  

52. i) ( )Α 1, 7  

 ii) ( )Β 0, 2  

 iii) 3 38y x
5 5

= − +  

 iv) 1y x 2.
3

= +  
 

53. i) ( )Β 2, 0−  

 ii) ( )Γ 6, 2−  
 iii) y 4x 4= +  

 iv) 18 4Ζ , .
17 17

 − − 
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54. i) To συμμετρικό του σημείου  Γ 1,0  
ως προς την διχοτόμο ΑΖ είναι το 
σημείο  Γ 1, 4 .    Οπότε, η 
εξίσωση της ευθείας ΑΒ είναι η 
εξίσωση της ευθείας 

                ΑΓ : x 7y 29 0.     

 ii)  B 15, 2 .   

55. i)  α 2, 1 
  και  β 3, 1  


 

 ii) π .
4

 
 

   56. π
4

 
 

   57. 3π
4

 
 

58. i) Έχουμε  
      α ελ λ 3   και ηβλ λ 3       

 ii) 2πθ
3

  

 iii) 2π πω π .
3 3

    

 
  59. i) 1ε : x 2y 0   και  2ε : x 3y 0   

  ii)   Τα διανύσματα  

1 2δ ( 2, 1), δ (3, 1)    
 

 
 είναι παράλληλα προς τις ευθείες 

(ε1) και (ε2) αντίστοιχα. Οπότε, αν θ 
είναι η γωνία των διανυσμάτων 
έχουμε   

                

1 2

1 2

δ δ 5συνθ
5 10δ δ

2 3πσυν
2 4

 
 



  

 

 
 

  3π 3πΕπομένως, θ ω .
4 4

    

60. i)  α 2 μ, μ  
  και   β 3, 2 μ 


 

 ii) Δεν υπάρχει 
 iii) μ 2  ή μ 3  

 iv) 5
3

 τ.μ. 

  61. i) Tα διανύσματα  
           1 2δ (κ 1, κ), δ (κ,3 κ)    

 
 

   είναι παράλληλα προς τις ευθείες 
 1ε  και  2ε .  Οπότε, έχουμε  

         
1 2 1 2

1 2

ε / /ε δ / / δ
3det δ ,δ 0 κ .
4



   

 

   

 ii)  1 2 1 2 1 2ε ε δ δ δ δ 0     
   

 
     κ 0 ή κ 2.    

 

  62. i) Υποθέτουμε (απαγωγή σε άτοπο) 
ότι υπάρχει τέτοια ευθεία. Οπότε, 
υπάρχει   α , ώστε  

      

   2

2

2

α 1 0 α 1 0

α 2α 3 0
α 2α 3 0,

    

   

   

 

  αδύνατον, αφού Δ 4 12 0.    
 ii) 2

αε / / x x α 1 0       
  και α 1 0,   αδύνατον.  
  Άρα δεν υπάρχει τέτοια ευθεία. 
 iii) Θέτοντας α 1,α 0     
  προκύπτουν οι ευθείες  
          1ε : 2x 2 0 x 1       
  και  
                             0ε : x y 3 0.    

         
x 1 x 1

x y 3 0 y 2

    
    

 

  Παρατηρούμε ότι  

     2 2

2 2

α 1 1 α 1 2 α 2α 3

α 1 2α 2 α 2α 3 0

       

       
 

  για κάθε α .   Δηλαδή, όλες οι 
ευθείες  αε  διέρχονται από το 

 Μ 1, 2 .  
 

  63. i) 2α 2α 2 0    για κάθε α .  
 ii) Για α 0  και α 1 , προκύπτουν 

από την (1) οι ευθείες με εξισώσεις 
y 2x και y 5x 7     οι οποίες 

τέμνονται στο σημείο  Ρ 1, 2 .  Οι 
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συντεταγμένες του Ρ επαληθεύουν 
την (1) για κάθε α .∈  

 iii) ε : y x 3.= − +  
 

64. i) To σύστημα α 1 0+ =  και α 3 0− =  
   είναι αδύνατο. 
 ii) y 1= −  
 iii) y 3x 4= − −  
 iv) ( )Α 1, 1− −  
 v)  Παρατηρούμε ότι: 

     ( ) ( ) ( ) ( )α 1 1 α 3 1 2α 2+ ⋅ − + − ⋅ − + −  
   α 1 α 3 2α 2= − − − + + −  
   0=   για κάθε α .∈  

   Άρα, όλες οι ευθείες ( )αε διέρχονται 

από το σημείο ( )Α 1, 1 .− −  
 
65. i) Έχουμε 2α α 2 0+ + ≠  για κάθε α .∈   
 ii) Yπάρχει και είναι το σημείο ( )Α 3, 2 .  
 iii) y 2x 4.= −  

 
66. i) ( )Α α, 0  και ( )Β 0, α 1+  

 ii) ( )ΑΒ α, α 1= − +


 και α α 1Μ ,
2 2

+ 
 
 

. 

 iii) H ευθεία ( )αε  είναι κάθετη στο ΑΒ 
και διέρχεται από το μέσο του.   

 iv) Θέτοντας διαδοχικά α 0, α 1= = −  

προκύπτουν οι ευθείες 0
1ε : y
2

=  

και 1
1ε : x
2− = −  οι οποίες τέμνονται 

στο σημείο 1 1Α , .
2 2

 − 
 

 

   Παρατηρούμε ότι 

      ( )1 1 1α α 1 α 0
2 2 2

   − ⋅ − + + ⋅ − + =   
   

 

   για κάθε α .∈  Επομένως, όλες οι 
ευθείες ( )αε  διέρχονται από το 

σημείο 1 1Α , .
2 2

 − 
 

 

 

   67. i) 2 2αx βy α β 0.− − + =  
  
 ii) α) Έχουμε α β 2.+ =  

   Δηλαδή, β 2 α= −  και αντικαθι-
στούμε στην εξίσωση της 
ευθείας ( )ε . 

   β) ( )Μ 2, 2 .  

  68. i) Έχουμε β 0 βλ .
0 α α
−

= = −
−

 

   Άρα, η ευθεία ( )ε  έχει εξίσωση 

              ( )βy 0 x α
α

− = − −  

                   y x 1
β α

⇔ = − +  

                    x y 1.
α β

⇔ + =  

 ii) Από τη δοθείσα σχέση, παρατηρού-
με ότι η εξίσωση της ευθείας ( )ε  

επαληθεύεται από το ζεύγος ( )5, 7 .  

Δηλαδή, η ευθεία ( )ε  διέρχεται από 

το σταθερό σημείο ( )Μ 5, 7 .  
 

69. i) ( )Μ λ 1, 2 2λ+ −  
 ii) Θέτουμε λ 1 x+ =  και 2 2λ y.− =  
   Επομένως, λ x 1= −  και 
     ( )2 2 x 1 y y 2x 4.− − = ⇔ = − +  

 
   70. i) Αξιοποιούμε τη σχέση ΚΑ ΚΒ 0.⋅ =

 

 

 ii) Έχουμε α βΜ , .
2 2

 
 
 

 Θέτουμε  

          α x
2
=     και     β y.

2
=  

  Επομένως,  α 2x= και β 2y.=  
  Και επειδή β 10 3α= −  συμπεραί-

νουμε ότι  
                     2y 10 6x y 3x 5.= − ⇔ = − +  
  Όμως         α 0>  και β 0>  
  Επομένως, 2x 0>   και  2y 0> . 
  Δηλαδή,     x 0>   και  3x 5 0− + >  
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  ή ισοδύναμα  

                x 0>   και  5x .
3

<  

 

  71. i) α 5, β 3.= − = −  

 ii) ( )Β 2, 1 .−  

 iii) Θέτουμε ( )Μ x, y .  
   Τότε  έχουμε 

          ( ) ( )2 2AM BM 2
x 3y 1 0.

− =

⇔ − − =
 

 

  72. i) Θέτουμε ( )M x, y .   

   Τότε ( )M x, y .′ −  
   Οπότε έχουμε 

   2 2

ΑΜ ΒΜ 8
(x, y 2) (x 2, y 4) 8
x(x 2) (y 2)( y 4) 8
(x 1) (y 1) 0
(x 1 y 1)(x 1 y 1) 0
(x 1 y 1)(x 1 y 1) 0
y x ή y x 2

′⋅ =
⇔ − ⋅ − − − =
⇔ − + − − − =

⇔ − − + =
⇔ − + + − − − =
⇔ − + + − − − =
⇔ = − = −

 

 

 ii) x 1.=  
 
 

 
Εμβαδόν Τριγώνου 
 

73. i) 2    

 ii) 2 5 .
5

 
 

74. i) Έχουμε 1 2
4λ λ
3

= =     

 ii) ( )Α 2, 1−  

 iii) 3 .
2

 

75. i) ( )Μ 2, 0     
 ii) y 2x 4.= −  

 

   76. i) 1 2λ λ=     

 ii) d 5=  

 iii) 2x 4y 5 0.+ − =  
 

77. i) 1ε : 3x 4y 12 0+ + =   και 
   2ε : 3x 4y 2 0+ + =  

 ii) 8 8Μ , .
7 7

 
 
 

 

78. 3x 4y 15 0− + =   ή  3x 4y 15 0.− − =  

79. i) 3y x 5
4

= − +   και  3y x 5.
4

= − −  

 ii) 3y x 5.
4

= − +  
 

80. 1ε : 2x y 6 0− + =   
  και   
  2ε :2x y 4 0.− − =  
 

 81. H ζητούμενη ευθεία ( )η  έχει εξίσωση 
της μορφής   
      y x κ x y κ 0= − + ⇔ + − =  

 Ένα σημείο της ευθείας ( )ε  είναι το 

( )Β 0, 2 .−  Τότε έχουμε 

          ( ) ( )d A, η d B, η=  

     
1 3 κ 2 κ

2 2
− − − − −

⇔ =  

     κ 4 κ 2 κ 3.⇔ + = + ⇔ = −  
  

82. i) Με απαγωγή σε άτοπο.    
 ii) α) εφω 2.=  

   β) Η ευθεία ( )ε  έχει εξίσωση 
y 2x 1.= − Οι συντεταγμένες του 
σημείου ( )Μ 2,3  επαληθεύουν 

την εξίσωση της  ευθείας ( )ε . 
 

83. i) α) x 5= −  
   β) y λx 5λ 5= + +     
 ii) y 5=  και 4x 3y 5 0.+ + =  
 
84. i) ( )Α 2,1     
 ii) α) x 2=  
   β) y λx 1 2λ.= + −  
 iii) 3x 4y 10 0+ − =  και x 2.=  
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85. 3x 4y 3 0 και x 1.+ − = =  
 

86. Το πρόβλημα έχει δύο λύσεις, τις 
ευθείες  

             1 2ε : y x 4 και ε : y 11x 8.= − + = −  
 

87. x y 2 0 και 9x y 22 0.− + = − − =  

88. i) λ 3Α , 0
λ
− 

 
 

  και  ( )Β 0,3 λ−  

 ii) y x 2= +  ή y 9x 6.= −  
 

89. i) ( )Α 1, 1  και  ( )Β 39, 19− −  

 ii) 20 5 . 
 
90. i) ( )Α 0, 2     

 ii) 22Β , 0
3

 = − 
 

 και 6Γ , 0 .
11
 
 
 

 

 iii) 3y x 2
11

= +  και  11y x 2.
3

= − +  
 

91. i) ( )Α 3, 0−   και   36B 0,
5

 
 
 

 

 ii) ( )Γ 0, 2  

 iii) 2y x 2.
3

= +  
 

92. i) 7 τ.μ. 
 ii) 14 τ.μ. 
 

93. i) Έχουμε 
 ( )AB 1, 3= − −



  και ( )AΓ 3, 5= −


. 
 Οπότε,  

 ( )
1 3

det AB, AΓ
3 5

− −
=

−

 

 

          5 9 14 0= + + = ≠  
 Άρα, ΑΒ //



ΑΓ


 και συνεπώς τα 
Α, Β, Γ αποτελούν κορυφές 
τριγώνου.  

ii) y 2x 3.= +  
iii) y 4x 9.= − +  

iv) ( ) ( )1ABΓ det AB, AΓ
2

=
 

 

       1 14 7 τ.μ.
2

= =  
 
94. ( )Γ 1, 2 .−  
 
95. i) ( )Γ 2, 2     
 ii) Έχουμε ΑΓ ελ λ 1 1 1.⋅ = − ⋅ = −  
 
96. i) Έχουμε ( ) ( )ΑΒ ΑΓ .=  Δηλαδή 

    ( ) ( )2 2
0 00 x 1 y− + − −  

      ( ) ( )2 2
0 02 x 5 y= − + − . 

 ii) α) ( )Α 2,3−  
   β) 10 τ.μ. 
 
97. i) α) Έχουμε  
            ( )ΑΒ 4, 0=


 και ( )ΑΓ 2, κ .=


 

   β) Έχουμε ( )det AB, AΓ 4κ 0.= ≠
 

 

    Άρα, AB //


AΓ


. 
 ii) α) κ 2 3.=  
   β) Έχουμε ( ) ( ) ( )ΑΒ ΒΓ ΓΑ 4.= = =  
 

98. i) ( )Γ 10,3   
 ii) 34 τ.μ. 
 

99. i) ( )B 4, 2   

 ii)  3 5  
 iii) 15 τ.μ. 
 

100. i) ( )Κ 1, 0     
 ii) y x 1= −  
 iii) α) ( )Β 5, 4  και  ( )Δ 3, 4− −   
     β)  32 τ.μ. 

101. i) ( )Μ 7, 0 .     
 ii) 34 τ.μ.  
 

102. i) ( )Μ 4, 0  ή ( )Μ 8, 0 .−     
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  ii) 12 13 .
13

 

 
103. i) Η σχέση ( )ΜΑΒ 2=  ισοδύναμα  
   γράφεται  

      x 4y 1 4 x 4y 1 4.− − = ⇔ − − = ±  
   Δηλαδή  
       x 4y 5 0− − =   ή   x 4y 3 0.− + =  
 ii) Η ευθεία ΑΒ έχει εξίσωση  

                x 4y 1 0− − =   
   και είναι παράλληλη προς τις 

ευθείες ( )1ε  και ( )2ε .  

   Επίσης ( ) ( )1 2
4 17d A, ε d A, ε .

17
= =  

 
104. i) ( )Γ 4,0  

 ii) x 2y 1 0− − =  και x 2y 3 0.− + =  
 

105. i) Έχουμε πω , π .
2

 ∈ 
 

   

   Άρα, λ εφω 0.= <  

 ii) λ 2Α , 0
λ
− 

 
 

  και  ( )Β 0, 2 λ .−  

 iii) ( )
2λ 4λ 4Ε λ

2λ
− +

=
−

 για κάθε λ 0.<  

 iv) H σχέση ( )Ε λ 4≥  ισοδύναμα γρά-
φεται 

2λ 4λ 4 8λ− + ≥ − 2λ 4λ 4 0⇔ + + ≥  
                                    ( )2λ 2 0.⇔ + ≥  
   Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν 

λ 2.= −  
 v) y 2x 4.= − +  
 
 
 
 

Ερωτήσεις Θεωρίας 
 
 

1. Βλ.  σελ. 138.  
 

2. Βλ.  σελ. 139.  

 

3. Βλ.  σελ. 141.  
 

4. Βλ.  σελ. 181.  
 

5.  Βλ.  σελ.  182. 
 

 
Ερωτήσεις Σωστού-Λάθους 

 
1. Σ 

2. Σ 

3. Λ 

4. Σ 

5. Λ 

6. Λ 

7. Σ 

8. Λ 

9. Σ 

10. Σ 

11. Σ 

12. Σ 

13. Λ 

14. Λ 

15. Σ 

16. Λ 
 
 

Διαγώνισμα 
 

 

Θέμα A 
Α1. Βλ. Θεωρία 
A2. Βλ. Θεωρία 
A3. α)   Σωστό β) Λάθος 
   γ)   Λάθος δ) Λάθος 
   ε)   Σωστό. 
Θέμα B 
B1.  5x 4y 13 0− − =  
Β2.  Έχουμε  
            ( )det ΒΑ,ΒΑ 5 λ 0= − ≠
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  για κάθε λ 5 .   
  Επίσης 

           Ε 2 | det ΒΑ,ΒΑ | 4
λ 1ή λ 9.

  
  

 
 

Β3.  α)  y x 1.    

        β)  1y .
2

  

 
Θέμα Γ 
Γ1.  Το σύστημα των λ 2 0   και 

λ 0   είναι αδύνατο. 
Γ2.   Μ 1,1 .  

Γ3.  Το διάνυσμα  δ λ, λ 2   


 είναι 

παράλληλο προς την ευθεία  ε .  
        Επομένως          

             ε v δ v δ v 0
λ 0 ή λ 2 ή λ 3.

     
    

    
 

Γ4.  πω .
4

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Θέμα Δ 
Δ1.  2ε : y 2x 9.   

Δ2.  ε : y 2x 4.   

Δ3.  Έστω  1 1Ρ x , y  το ζητούμενο συμ-

μετρικό του σημείου 9P , 0 .
2

 
 
 

 Το  

Ρ είναι σημείο της  2ε . Άρα το Ρ  

είναι σημείο της  1ε  και συνεπώς 
                                           

1 1y 2x 1                   (1) 
        Επίσης έχουμε  

         PP
1PP ε λ
2      

             1 14y 2x 9              (2) 
        Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει 

ότι 1P , 2 .
2

  
 

 

Δ4.   Η πλευρά του τετραγώνου είναι       

             1
| 9 0 1|α d P,ε 2 5.

5
 

     

   Άρα το ζητούμενο εμβαδό είναι   
Ε 20 τ.μ.  
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Κωνικές Τομές 
 
 

 
    Ο Κύκλος 
    H Eξίσωση x2 + y2 + Ax + By + Γ = 0 
 

  1. i) 2 2x y 5     

 ii) 2 2x y 4   
 

  2. i) 3x 4y 50 0    και 3x 4y 50 0    
 ii) 4x 3y 50 0    και 4x 3y 50 0   .  
 

  3. i) Έχουμε  ΟΑ 5 1   

 ii) 3 5y x
4 4

   και x 1.   
 

  4. i) 
2

10
1 κ

   

 ii) α) κ 3     β) 3 κ 3.    
 

  5. i) 2 2x y 5     
 ii) 2x y 5 0    και x 2y 5 0   . 

 
 
 

  6. i) 
1

1Α , 0
x

 
 
 

 και 
1

1B 0,
y

 
 
 

 

 ii) Έχουμε    1Ε ΟΑ ΟΒ .
2

   

 iii) Έχουμε  2 2
1 1 1 1x y 2x y 0.    

  Δηλαδή, 1 11 2x y 0.   

  Επομένως, 
1 1

1 1
2x y

  

  ή ισοδύναμα E 1.  
  Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν 

1 1
2x y .

2
   

 iv) x y 2 0.    
 

  7. i)  2 2x 1 y 25.    

 ii)    2 2x 2 y 3 29.     
 

  8.  i)  Κ ρ,ρ  

 ii)    2 2x 1 y 1 1.     

  9. i) Έχουμε  ΚΑ ε .  

  Επομένως, ΚΑ ελ λ 1.    

 ii)  22x y 1 5.    
 

10. i) Έχουμε    d Κ,ε d Κ,η .  

 ii)  2 2x 3 y 8.    
 

11. i) 3y x 4
4

    

 ii)  Κ 4, 1  
 iii) 3  
 iv)    2 2x 4 y 1 25.     
 

12. i)  Κ 7,3   και  1ρ 2 5  
 ii) α) Τα σημεία Κ, Λ και Α είναι συ-

νευθειακά. 
  β) 0 0x 1, y 0   και 

 2 2
2c : x 1 y 5.    

 

13. i) Ο καθένας βρίσκεται εξωτερικά του 
άλλου 

 ii) εφάπτονται εξωτερικά. 
 
14. i) τέμνονται  
 ii) εφάπτονται εσωτερικά. 
      
15. i)    2 2x 4 y 2 5     

 ii) 2x y 11   

 iii)    2 2x 4 y 2 9.     
 

16. i)  Α 5, 0    

 ii) 2 2x y 25.   
 

   17.    2 2 2
1c : x 1 y 2 2     

    2 2 2
2c : x 13 y 26 26 .     

 

18. i)  Κ 3,1  και ρ 1  
 ii) 2      
 iii) 1 . 
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19. i) H ακτίνα των κέντρων τους είναι 
ίση με 5 και είναι μεγαλύτερη από 
το άθροισμα των ακτίνων τους που 
είναι 3. 

 ii) ( )min NM 5 3 2.= − =  
 
20. i) y x 7= − +       
 ii) ( )Α 6,1 .  
 

21. i) ( )1Ε det OM, ON
2

=
 

 

 ii) α)  Oι συντεταγμένες του σημείου 
Μ επαληθεύουν την εξίσωση 
του κύκλου ( )c .  Επομένως, 

ισχύει 2 2
0 0 0y x 4x 3= − + −  και 

συνεπώς 
2 2
0 0 0 0

1 3Ε 2x 4x 3 x 2x .
2 2

= − + = − +
 

  β) Έχουμε  

 2
0 0

1Ε 1 x 2x 0.
2

= ⇔ − + =  

    Διακρίνουσα Δ 2 0.= >  
             
22. i) ( )Κ 1, 2  και  ρ 14.=  

 ii) ( )Κ 3, 0  και  ρ 2.=  

 iii) ( )Κ 0, 1−  και  1ρ .
2

=  

 iv) ( )Κ λ, 2λ−  και  ( )2ρ 5 λ 1 .= +  

 
23. i) Έχουμε 2 2Α Β 4Γ 100 0.+ − = >  
 ii) ( )Κ 2, 3−  και ρ 5.=   

 iii) ( )Α 6, 0  

 iv) ( )Β 2, 6 .− −  
 
24. i) Οι συντεταγμένες του σημείου Α 

επαληθεύουν την εξίσωση του 
κύκλου ( )c .  

 ii) ( )Β 1, 1− .  

 25. i) ( ) ( )2 2x 1 y 4 25− + − =  

 ii) ( )Α 4,8′  

 iii) 3x 4y 44 0+ − =   
   

26. i) ( )2 2x 2 y 9− + =  

 ii) ( )Γ 2,3 .  
  

27. i) ( )2 2x 2 y 5+ + =  
 ii) μ 2.=  
  

28. i) ( ) ( )2 2x 1 y 3 1− + − =  

 ii) Ο κύκλος ( )c  έχει κέντρο το σημείο 

( )K 1,3  και ακτίνα ρ 1.=  Παρατη-

ρούμε ότι ( )d K, y y 1 ρ.′ = =    

 iii) 4λ .
3

=  
  

29. i) ( )Κ 3, 0  και ρ 2=  

 ii) Έχουμε ( )ΜΚ 2 2 ρ= > =  

 iii) ( ) ( )ΜΑ ΜΒ 2= =  
 iv) Έχουμε 

 ( ) ( ) ( ) ( )ΜΑ ΜΒ ΚΑ ΚΒ 2= = = =  

  και Α 90 .= °  
  

30. i) Ο κύκλος ( )c  με εξίσωση 2 2x y 4+ =  

 ii) x 3y 0− =  

 iii) ( )Γ 3, 1 . 

 
   31. Ο κύκλος 2 2c : x y 2.+ =  

 
   32. i) O κύκλος 2 2x y 4x 8y 0.+ − + =  

 ii) 1ε : y x.
2

=  

 
   33. Ο κύκλος  2 2c : x y 3+ = . 

 
34. i) 2 2

2c : x y 4.+ =  
 ii) Το σύνολο των εσωτερικών σημείων 

του κυκλικού δακτυλίου που ορίζουν 
οι κύκλοι με κέντρο το σημείο 
( )Ο 0,0  και ακτίνες 1 και 2.  
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35. i) H ευθεία  δ  η οποία διέρχεται από 
το σημείο Μ και είναι κάθετη στην 
ευθεία  ε  έχει εξίσωση 

         0 0x y x y .    
  Οι συντεταγμένες του σημείου Α 

είναι η λύση του συστήματος των 
εξισώσεων των ευθειών  

      ε  και  δ . 
 ii) Έχουμε 
   det AB, AΓ 0.

 
 

 
 iii) Το σύνολο των σημείων του κύκλου  

      2 2x 2 y 2 16     

  και το σημείο  Κ 2, 2 .  

 iv) Ελάχιστη το σημείο  Ε 6, 2 και μέ- 

γιστη το σημείο  Ζ 2, 2 .  
 
36. i)  Κ 3, 6  και 2ρ 2 5.  

 ii) Έχουμε   1 2ΟΚ 3 5 ρ ρ .    

 iii)α)  Έχουμε ΟΚ ΟΑ
 

  

           και ΟΚ 3 5 3 ΟΑ . 
 

 

  β)  Α 1, 2 .  

 
37. i) Έχουμε  2 2Α Β 4Γ    
         220 6 4 5 16 0       . 

 ii)  Κ 0,3  και ρ 2  
 iii) μ 0  ή  μ 2   
 iv) x 2.   
 
38. i)  Κ 2, 2  και ρ 2  
 ii) y x   
 iii)  Α 1,1  και  Β 3,3 . 

 
39. i) Έχουμε       
      2 2 2 2Α Β 4Γ λ μ 4 λ 2       

   2 2λ 4λ 4 μ 4      

  

     2 2λ 2 μ 4 0       
   για κάθε λ,μ .  

 ii) λ μΚ ,
2 2

   
 

 και 

  
 2 2λ 2 μ 4

ρ .
2

  
  

 iii) α) ΄Εχουμε   d K, ε 1  

  β)   2 2x 1 y 1.    
 
40. i) Έχουμε      
   22 2 2Α Β 4Γ 2λ 2 4       

   24λ 0    για κάθε λ *.  
 ii) Tα κέντρα των κύκλων είναι τα ση-

μεία  Κ λ, 1  και προφανώς 
ανήκουν στην ευθεία y 1.   

 iii) Aν  0 0Α x , y ,  τότε έχουμε 

  2 2
0 0 0 0x y 2λx 2y 1 0      

  για κάθε λ *.   Δηλαδή,  
   2 2

0 0 0 02x λ x y 2y 1 0        

  για κάθε λ *   ή ισοδύναμα 
   02x 0   και 2 2

0 0 0x y 2y 1 0.     

  Τελικά 0x 0  και  0y 1.   
  Επομένως,  Α 0, 1 .  
 iv) H ευθεία που διέρχεται από το 

σημείο Α και είναι κάθετη στον 
άξονα x x  είναι ο άξονας y y.     
Παρατηρούμε ότι  d Κ, y y λ .   

Επίσης, η ακτίνα του κύκλου  λC  

είναι 
2

λ
4λρ λ .
2

   Επομένως,  

  λd K, y y ρ .   

41. i) Έχουμε 
  2 2Α Β 4Γ λ 4λ 5       
                         2λ 2 1 0     
  για κάθε λ .   

 ii) λ
λ 1Κ ,
2 2

   
 

 και 
 2

λ

λ 2 1
ρ

2
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 iii) α) λ 1  
  β) λ 2.  
 

  42. i) 2 2 2Α Β 4Γ 4(λ 1) 0      
  για κάθε λ .   
 ii) Θέτουμε  K x, y .  Όμως,  K λ, 3λ  
  Επομένως x λ  και y 3λ.    
  Δηλαδή y 3x.   
 iii) Έχουμε 

        

2

2 2

2

2 2

d(Κ,ε) ρ
| 4λ 9λ 15 | λ 1

4 3

| λ 3 | λ 1
(λ 3) λ 1

46λ 8 λ .
3


 

  


   

   

     

 

  Άρα,   
2

24 25c : x y 4 .
3 4

     
 

 

  43. i)  2 2 2 2Α Β 4Γ 4 λ (2 λ) 0       

  για κάθε λ .   

 ii) 2 2Κ(λ, λ 2) και ρ λ (2 λ)     
  για κάθε λ .   

 iii) Aπό την (1) για λ 0  και λ 2  
βρίσκουμε τους κύκλους 

              2 2
1c : x y 4y 0    

  και 
                  2 2

2c : x y 4x 0    
  οι οποίοι τέμνονται στα σημεία 

 Ο 0, 0  και  Μ 2, 2 . Οι συντε-
ταγμένες των σημείων Ο και Μ 
επαληθεύουν την (1) για κάθε 
λ .  

 iv) ΟΜ :y x.   
 

  44. i) ●  Στην εξίσωση (1) έχουμε  
        2 2 2Α Β 4Γ 4λ 0     
   για κάθε λ .  
  ● Στην εξίσωση (2) έχουμε  
        2 2 2Α Β 4Γ 16λ 0     
   για κάθε λ .  

 ii) ● Οι κύκλοι της (1) έχουν κέντρα 
τα σημεία  Κ λ, 0  και ακτίνες 

1ρ λ  για κάθε  λ .  
    ● Οι κύκλοι της (2) έχουν κέντρα 

τα σημεία  Λ 4λ, 0  και ακτίνες 

2ρ 2 λ  για κάθε  λ .  

 iii) 2 2
1 2(ΚΛ) (3λ) 0 3| λ | ρ ρ      

   για κάθε  λ .  
 iv)  Μ 2λ, 0  και  ε : x 2λ.  

 
  45. i) 2 2 2Α Β 4Γ 36λ 0      
  για κάθε λ .  

  ● 2 2Αν λ 0, τότε Α Β 4Γ 0     
και η εξίσωση (1) παριστάνει    
κύκλο με κέντρο το σημείο Κ(3λ, 
2) και ακτίνα ρ 3 | λ | .  

  ● 2 2Αν λ 0, τότε Α Β 4Γ 0     
και η εξίσωση (1) παριστάνει   
μόνο το σημείο Ρ(0, 2). 

 ii)  α)  Όλα τα σημεία  Κ 3λ, 2  
έχουν την ίδια τεταγμένη 2. 
Άρα τα κέντρα των παραπά-
νω κύκλων ανήκουν στην 
ευθεία με εξίσωση y 2.  

   β) Για λ 1  και λ 1   προκύ-
πτουν από την (1) οι κύκλοι   

2 2
1c : x y 6x 4y 4 0      

   και 
   2 2

2c : x y 6x 4y 4 0      
   οι οποίοι τέμνονται στο ση-

μείο  Ρ 0, 2 .  Επίσης οι συ-
ντεταγμένες του Ρ επαλη-
θεύουν την εξίσωση (1) για 
κάθε λ .  

  γ)  
2 2

| 3λ |d K,y y
1 0

 


 

       3 | λ | ρ.   
 
46. i) Έχουμε 2Α Β 4Γ 4 0     
  για κάθε θ .  
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 ii) Τα κέντρα των κύκλων ( )θc  είναι 

τα σημεία ( )θΚ συνθ 1, ημθ ,θ .+ ∈  
  Θέτουμε συνθ 1 x+ =  και ημθ y.=  
  Επομένως συνθ x 1= −  και ημθ y.=  

  Και επειδή 2 2συν θ ημ θ 1+ =   

  συμπεραίνουμε ότι ( )2 2x 1 y 1.− + =  

  Άρα, τα σημεία θΚ  ανήκουν στον κύ-

κλο ( )c  με εξίσωση ( )2 2x 1 y 1.− + =  

  Ο κύκλος ( )c  έχει κέντρο το σημείο  

( )Λ 1, 0  και ακτίνα ρ 1.=  
 iii) Λύνοντας  το σύστημα των εξισώ-

σεων των κύκλων ( )0c  και ( )πc  
βρίσκουμε x 1=  και y 0.=  Δηλα-
δή, οι δύο αυτοί κύκλοι διέρχονται 
από το σημείο ( )Λ 1, 0 . Στη συνέ-
χεια παρατηρούμε ότι οι συντεταγ-
μένες του σημείου Λ επαληθεύουν 
την εξίσωση των κύκλων ( )θc  για 
κάθε θ∈ . Άρα, όλοι οι κύκλοι 
( )θc  διέρχονται από το σημείο 

( )Λ 1, 0 . 
 

47. i) Παρατηρούμε ότι οι συντεταγμένες 
των σημείων Α και Β επαληθεύουν 
την εξίσωση 

             2 2x y αx βy γ 0+ − − − =  
  Όμως, η εξίσωση αυτή ή παριστάνει 

κύκλο ή ένα σημείο ή είναι αδύνατη. 
Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε 
ότι η εξίσωση παριστάνει κύκλο και 
συνεπώς 

          ( ) ( ) ( )2 2α β 4 γ 0.− + − − − >  
  Δηλαδή 
                  2 2α β 4γ 0.+ + >  
 ii) Ο κύκλος του ερωτήματος i) έχει 

ακτίνα 
2 2α β 4γ

ρ .
2

+ +
=  Έχουμε 

λοιπόν  ( )ΑΒ 2ρ≤  ή ισοδύναμα 

     ( ) ( )22 2 2
2 1 2 1x x y y α β 4γ.− + − ≤ + +  

 Η Παραβολή 
 
48. i) 2y 12x= −     

 ii) 2y 4x=  

 iii) 2y 8x= − . 
49. i) ( )Ε 4, 0  και δ :x 4.= −  

 ii) 3Ε , 0
2

 − 
 

 και 3δ :x .
2

=  

 iii) ( )Ε 0,5  και δ :y 5.= −  

 iv) 1Ε 0,
2

 − 
 

 και 1δ :y .
2

=  

 

50. i) ( )Α 2p, 2p  και  ( )Β 2p, 2p .−   
 ii) p 1=  ή p 1.= −  
 
51. i)  1ε :y x 5= +  και 2ε :y 5x 1.= − −  
 ii) ( )Α 0,5′  και ( )Β 0, 1′ − . 

 iii) Έχουμε ( ) ( )Μ 0,2 , ΜΕ 5, 2= −


 και 

  24ΑΒ , 12 .
5

 = − − 
 



 Επομένως,  

  ( ) ( )24ΜΕ ΑΒ 5 2 12 0.
5

 ⋅ = ⋅ − + − ⋅ − = 
 

 

 

 
52. i) α) ( )Ε 4, 0  και δ : x 4.= −  
  β) y 2x 2= +  
  γ) ( )M 4, 6− −  

  δ) 1y x 8
2

= − −  

 ii) α) ( )Β 16, 16−  

  β) Έχουμε ΑΕ ΕΒλ λ .=  
  

53. i) 
2
1

1
yx 0.
8

= >  

 ii) Η εφαπτομένη της παραβολής ( )c  

στο σημείο ( )1 1Α x , y  είναι  

 ( )1 1ε : yy 4 x x .= +  
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  Παρατηρούμε ότι η ευθεία ( )ε   

διέρχεται από το σημείο ( )1Β x , 0 .−  

 iii) 1x 2.=  
 

54. H παραβολή ( )c  με εξίσωση 2y 4x.= −  
 
55. i) Για κάθε σημείο ( )0 0Μ x , y  η εξί-

σωση 2
0 0x αy α 0+ + =  έχει το πολύ 

δύο ρίζες ως προς α. 
 ii) Η παραβολή  με εξίσωση 2y 4x.=  
56. i) Έχουμε  

     ( )Α 0, α  και ΟΜ 2

α 0 1λ .
α 0 α
−

= =
−

 

  Επομένως, η ευθεία ( )αε  έχει συντε-
λεστή διεύθυνσης α−  και εξίσωση 

  ( )y α α x 0 y αx α.− = − − ⇔ = − +   

 ii) Αναζητούμε σημείο ( )0 0Β x , y  τέ-
τοιο, ώστε  

     0 0y αx α= − +  για κάθε α *∈  
  ή ισοδύναμα 
     ( )0 0x 1 α y 0− + =  για κάθε α *∈  

  Δηλαδή, 0x 1 0− =  και 0y 0.=  
  Άρα, η ευθεία ( )αε  διέρχεται από το 

σημείο ( )Β 1, 0  για κάθε α *.∈  
           

57. i) Έχουμε  2
1 1y 6x=  και 2

2 2y 6x .=  

  Επομένως, 2 2
2 1 2 1y y 6x 6x .− = −  

 ii) α) Αποδείξαμε ότι  
( )2 2

2 1 2 1y y 6 x x .− = −  

   Δηλαδή ( )( ) ( )2 1 2 1 2 1y y y y 6 x x− + = −  

   ( )2 1
2 1

2 1

y y y y 6
x x

−
⇔ + =

−
 

   ( )1 2λ y y 6⇔ ⋅ + =  

   ( )1 23 y y 6.⇔ ⋅ + =  

  β) Έχουμε 1 2 1 2x x y yΜ ,
2 2
+ + 

 
 

. 

   Όμως 1 2y y 2 1.
2 2
+

= =   

   Άρα, το σημείο Μ ανήκει στην 
ευθεία με εξίσωση y 1.=  

 

58. i) 1Ε 0,
4

 
 
 

 και 1δ : y .
4

= −     

 ii) 1y x .
4

= −  

 iii) Έχουμε 1Β 0,
4

 − 
 

 

  και ( ) ( )1ΕΑ ΕΒ .
2

= =  

59. i) α) y x 1= −     
  β) y x 3= − +  
  γ) ( )Β 0,3 .  

 ii) Έχουμε ( ) ( )ΖΗ 4 2 2 ΑΒ .= =  
 

60. i) ( )Ε 0, 3  και  δ : y 3.= −    
 ii) y x 3= −  
 iii) ( )Α 6,3 .  

 

61. i) 1α
4

=   και  β 1=  

 ii) x 1=   

 iii) 1Γ 1,
16

 
 
 

 

 iv) Έχουμε ΑΒ
1λη λ .
8

= =  

 
62. i) p 10= −  
 ii) y x 5= − +  
 iii) y x 15= +  
 iv) ( )Β 5, 0  και ( )Γ 15, 0− . 
 
63. i) Οι συντεταγμένες της εστίας 

ΡΕ , 0
2

 
 
 

 επαληθεύουν την εξίσωση 

της ευθείας ( )ε .       

 ii) 1Α ,1
4

 
 
 

 και ( )Β 4, 4− . 
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 iii) Οι εφαπτόμενες της παραβολής ( )c  
στα σημεία Α και Β έχουν εξισώ-

σεις 1y 2x
2

= +    και  1y x 2
2

= − −  

  αντίστοιχα. Παρατηρούμε ότι οι ευ-
θείες αυτές τέμνονται κάθετα, αφού  

1 2
1λ λ 2 1.
2

 ⋅ = ⋅ − = − 
 

 Το σημείο 

τομής τους 3Γ 1,
2

 − − 
 

 είναι σημείο 

της ευθείας x 1= −  που είναι η 
διευθετούσα της παραβολής ( )c .  

64. i) px
2

=  

 ii) pA , p
2

 
 
 

 και pΒ , p
2

 − 
 

 

 iii) p 7.=  
 

65. i) 2y 2x=  
 ii) α) Oι συντεταγμένες των σημείων 

Α και Β επαληθεύουν την εξί-
σωση της παραβολής ( )c .  

  β) 
2
1

1
y 1ΕΑ , y

2
 −

=  
 



 και 

   
2
2

2
y 1ΕΒ , y .

2
 −

=  
 



 

 iii) Έχουμε ΕΑ / /ΕΒ.
 

  Δηλαδή 

         ( )det ΕΑ, ΕΒ 0=
 

 

  ( )( )1 2 1 2
1 y y 1 y y 0
2

⇔ − + =  

  1 21 y y 0,⇔ + =  αφού 1 2y y .<  

  Επίσης ( )22 2
1 21 2

1 2

y yy yx x
2 2 4

= ⋅ =  

                     
( )21 1 .

4 4
−

= =  

 

66. i) Οι συντεταγμένες των σημείων  Α 
και Β επαληθεύουν την εξίσωση της 
παραβολής ( )c .   

  Επίσης, 2
2

1κ
κ

≠  για κάθε 

κ 1, 0,1.≠ −  

 ii) 2
1ε : x κy κ 0− + =   και 

  2
2ε : κ x κy 1 0.− + =  

 iii) 
21 κΓ 1,

κ
 +
 
 

 

 iv) Έχουμε ( )Ε 1,0  και συνεπώς ΓΕ x x.′⊥  
 

67. i) α 4=   
 ii) 4x 3y 4+ =  

 iii) 1Β , 1
4

 
 
 

 

 iv) Έχουμε ( ) ( )Α 1, 4 , Β 1,1′ ′− − −  και 

( )Ε 1, 0 . Οπότε ( )Α Ε 2, 4′ =


 και 

( )Β Ε 2, 1 .′ = −


  

  Επομένως, Α Ε Β Ε 4 4 0.′ ′⋅ = − =
 

 

  Δηλαδή Α ΕΒ 90 .′ ′ = °  
 

68. i) Με απαγωγή σε άτοπο. Η παραβολή 
( )c  έχει άξονα συμμετρίας τον άξο-
να y y.′  

 ii) H επίλυση του συστήματος των 
εξισώσεων των ( )c  και ( )ε  ανάγε-
ται στην επίλυση της εξίσωσης 

2x 2pλx 2pκ 0.− − =  Αξιοποιούμε 
τους τύπους του Vieta. 

 iii)  Έχουμε 1 2
3

1 2

κ x xx .
λ x x

= − =
+

 

  Άρα 1 2

3 1 2 2 1

1 x x 1 1 .
x x x x x

+
= = +  

 

69. i) Οι συντεταγμένες του σημείου Α 
επαληθεύουν την εξίσωση της παρα-
βολής ( )1c .  

 ii) 1y x.
2

=  

 iii) Το μέσο του ΟΑ είναι το σημείο 
( )Μ 2,1 .  
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 iv) Οι εφαπτομένες των ( )1c  και ( )2c  
στα σημεία Α και Μ έχουν εξισώσεις 
y x 2= −  και y x 1= −  αντίστοιχα. 

70. i) p 2=  και ( )M 1,2 .     

 ii) α) Η ευθεία ( )η  έχει εξίσωση 

y x 3= − +  και ( )Β 3, 0 .  
  β) Ο κύκλος με διάμετρο ΕΜ έχει 

κέντρο το σημείο ( )Κ 1,1  και  
ακτίνα ρ 1.=  Παρατηρούμε ότι  

           ( )d K, y y 1 ρ.′ = =  

71. i) Οι συντεταγμένες του σημείου Μ 
επαληθεύουν την εξίσωση της 
παραβολής ( )c .  

 ii) ( ) 1
1 1

1 1

p pxε :yy p x x y x .
y y

= + ⇔ = +  

 iii) 1

1

yΟΜ : y x
x

=   και   pδ :x .
2

= −  

  Οι συντεταγμένες του Α είναι η λύ-
ση του συστήματος των εξισώσεων 

px
2

= −   και  1

1

yy x.
x

=   Επίσης, 

αξιοποιούμε τη σχέση 
2
1

1
yx .
2p

=  

 iv) H ευθεία ΕΑ έχει συντελεστή δι-

εύθυνσης ε
1

pλ λ .
y

= =  

 
 
Η  Έλλειψη 

 

72. i) 
2 2x y 1

9 5
+ =   ii) 

2 2x y 1
9 25
+ =  

 iii) 
2 2x y 1

4 25
+ =   iv)

2 2x y 1.
45 49

+ =  
 

73. i) ( )2α 6, 2β 2, Ε 0, 2 2 ,= =  

  ( )Ε 0, 2 2′ −  και 2 2ε .
3

=  

 ii) ( )2α 12, 2β 8, Ε 0, 2 5= = , 

  ( )Ε 0, 2 5′ −  και 5ε .
3

=  
 

74. i) 
2 2x y 1.

20 4
+ =  

 ii) ( ) ( ) ( )Ε 4, 0 , Ε 4, 0 , Β 0, 2′ ′− −   

  και ( )Β 0, 2 .  
 iii) 16 τ.μ. 
 

75. i) Έχουμε 
2βΓ γ,

α
 
 
 

 και 
2βΔ γ,

α
 

− 
 

. 

 ii)
 

( ) ( )
2 2 2 21 β α γ γΓΕ ΓΔ α .

2 α α α
−

= = = = −

 
 iii) Έχουμε ( ) ( )ΓΕ ΓΕ 2α.′ + =  
 
 
76. i) Από τις σχέσεις   

     2 2
1 1x 4y 52+ =  και 2 2

2 2x 4y 52+ =  

  αφαιρώντας κατά μέλη. 
 ii) α) Έχουμε 

 1 2
1 2

x x 5 x x 10
2
+

= ⇔ + =  

   και 

   1 2
1 2

y y 5 y y 5.
2 2
+

= ⇔ + =  

   Στη συνέχεια αξιοποιούμε το 
ερώτημα i). 

  β) x 2y 10.+ =  
77. i) ( )Ε 1, 0′ −  και ( )Ε 1, 0 .  

 ii) 1ε
2

=  

 iii) Έστω ( )1 1Μ x , y .  Οπότε, έχουμε 

  ( ) ( )2 2
1 1ΜΕ x 1 y= − +  

           2 2
1 1 1

3x 2x 1 3 x
4

= − + + −  

           
( )2

12
1 1

x 41 x 2x 4
4 4

−
= − + =  
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           1x 4
.

2
−

=  

  Επίσης  

( ) 1
12 2

x 4
d M, δ x 4 .

1 0

−
= = −

+
 

  Άρα ( )
( )
ME 1 ε.

d M, δ 2
= =  

 
78. i) Θεωρούμε το σύστημα των εξισώ-

σεων  
2 2x y 1

4 2
+ =   και  y 2x 1.= +  

  Επομένως      
( )22 2x 1x 1

4 2
+

+ =  

   ( )22x 2 2x 1 4⇔ + + =  

   29x 8x 2 0.⇔ + − =  
  Η τελευταία εξίσωση έχει δύο ρίζες 

1 2x x ,<  αφού έχει διακρίνουσα 
Δ 64 72 136 0.= + = >  

 ii) Aπό τους τύπους Vieta έχουμε 

  1 2
8x x .
9

+ = −  

 iii) 4 1Μ , .
9 9

 − 
 

 

 

79. i) ( )E 3, 0′ −  και ( )E 3, 0 . 

 ii) ( ) ( )2 2ΜΕ ΜΕ′ +  

  ( ) ( )2 22 2
1 1 1 1x 3 y x 3 y= + + + − +  

  2 2
1 12x 2y 18.= + +  

 iii) Σύμφωνα με τον ορισμό της έλλει-
ψης έχουμε  

        ( ) ( )ΜΕ ΜΕ 2α 10.′ + = =  
 iv) Aποδείξαμε ότι 

      ( ) ( )ΜΕ ΜΕ 10.′ + =  
  Επομένως 
   ( ) ( ) ( ) ( )2 2ΜΕ ΜΕ 2 ΜΕ ΜΕ 100.′ ′+ + ⋅ =  
  Στη συνέχεια αξιοποιούμε το ερώτη-

μα ii). 
 
 
 
 

80. i) Η δοθείσα σχέση γράφεται 
  ( ) ( )ΜΕ ΜΕ 8.′ + = Δηλαδή 2α 8.=  

 ii) α) 3ε
2

=  

  β) 
2 2x y 1.

16 4
+ =  

 

81. i) 3ε
2

=  

 ii) Oι  συντεταγμένες του σημείου Λ     
επαληθεύουν την εξίσωση της 
έλλειψης ( )c .  

 iii) Έχουμε 1 1
1 2

1 1

y 1 y 1λ λ
2 x 2 x

− +
⋅ = ⋅

+ − +
 

          
2
1
2
1

y 1 1
x 4 4

−
= = −

−
   

  και  2 3 1ε 1 1 .
4 4

− = − = −   

82. i) Λύνουμε το σύστημα των εξισώσεων 

  x γ=   και  
2 2

2 2

x y 1
α β

+ =  με y 0.<  

 ii) 2ε .
2

=  
 

83. i) H έλλειψη ( )c  έχει εξίσωση  

                  
2 2x y 1.

16 9
+ =   

  Οι συντεταγμένες του σημείου Μ 
επαληθεύουν την εξίσωση της 
έλλειψης ( )c . 

 ii) ε : x y 5.+ =  
84. i) ( )Ε 3, 0′ −  και  ( )Ε 3, 0 .  

 ii) α) 3y x 5.
5

= − +  

  β) Έχουμε  

      16Γ 3,
5

 ′ − 
 

 και  34Ζ 3, .
5

 − 
 

 

      Επομένως 

      ( ) 34Ε Ζ
5

′ =   και 
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      ( )
2

2 16 34ΕΓ 6 .
5 5

 ′ = + = 
 

 

85. i) ( )Ε 4,0′ −  και ( )Ε 4,0 . 
 ii) 4x 5y 25.+ =  

 iii) ε Ε Γ
4 5λ λ 1.
5 4′⋅ = − ⋅ = −  

 

86. i) 1y x 2.
2

= +  

 ii) y 2x 3= − −  
 iii) Έχουμε ( ) ( )Μ 2,1 , Κ 2, 0− −  και 

( )Λ 0, 3− . Άρα  ( )ΟΛ 0, 3= −


 και 

( )ΜΚ 0, 1 .= −


 
 

87. i) 
2 2x y 1.

8 4
+ =  

 ii) Έχουμε ( )1 1ΜΕ 2 x , y= − −


 

  και 1

1

4 2xΕΚ 2, .
y

 −
=  
 



 

  Επομένως  ΜΕ ΕΚ 0.⋅ =
 

 
 
88. i) y x 5= − +  και  y x 5.= − −  
 ii) H απόσταση των δύο ευθειών του 

ερωτήματος i) είναι 10d .
2

=  Άρα, 

το ζητούμενο εμβαδό είναι  

  2 100Ε d 50
2

= = =  τ.μ. 

 
89. i) 2α 6=  και  2β 4.=  

 ii) 
2 2x y 1.

9 4
+ =  

 iii) x 2y 5− =  και x 2y 5.− = −  
 

90. i) ( )Α 2 2, 0′ −  και  ( )Α 2 2, 0  

 ii) ( )Γ 0, 2 2−  και  ( )Δ 0, 2 2+  

 iii) H εφαπτομένη της έλλειψης ( )c  στο 
σημείο Μ έχει εξίσωση x 2y 4.+ =  

Παρατηρούμε ότι οι συντεταγμένες 
του σημείου ( )Ζ 0, 2  επαληθεύουν 
την παραπάνω εξίσωση. 

 

91. i) 2α 6 2=  και 2β 2 2.=  

 ii) 
2 2x y 1.

18 2
+ =  

 iii) x 3y 6+ =  και x 3y 6.+ = −  
 

92. i) ( )Ε 0, 2 3′ −  και  ( )Ε 0, 2 3 . 

 ii) y 2 3=  

 iii) ( )Μ 1, 2 3  

 iv) 2 3 8 3y
3 3

= − +  και ( )Κ 4, 0 .  

Eπομένως  

  Ε Κ
3λ

2′ =    και   η
2 3λ .

3
= −  

  Άρα     Ε Κ ηλ λ 1.′ ⋅ = −  
 

93. i) 
2 2x y 1.

4 2
+ =  

 ii) 2ε : y x 2
2

= − +   και  η :x 2.=  

 iii) Έχουμε ( )Γ 2, 2 2 .−  Επομένως,   

        ΜΑ
1 2 2λ

22 2′
−

= =
+

  

  και ΓΟ
2 2λ .

2
−

=  

 
 

     Η Υπερβολή 
 

 

94. i) 
2 2x y 1

25 24
− =  

 ii) 
2 2x y 1

64 192
− =  

 iii) 
2 2x y 1

3 2
− =  
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95. i) 
2

2y x 1
9
− =  

 ii) 
2 2y x 1.

16 9
− =  

96. i) ( ) ( ) 29Ε 29, 0 , Ε 29, 0 , ε
5

′ − =  

  και ασύμπτωτες 2y x.
5

= ±  

 ii) ( ) ( )Ε 0, 7 2 , Ε 0, 7 2 , ε 2′ − =  

  και ασύμπτωτες y x.= ±  

 iii) 4 10 4 10Ε , 0 , Ε , 0 ,
3 3

   
′ −      
   

 

  10ε
3

=  και  ασύμπτωτες 

1y x.
3

= ±  

 iv) ( ) ( )Ε 0, 109 , Ε 0, 109′ −  

  109ε
10

=    

  και οι ασύμπτωτες 10y x.
3

= ±  

97. i) 
2 2x y 1

16 9
− =  

 ii) 
2

2y x 1.
4
− =  

 
98. i) ( )Α 2, 0  και ( )Β 2, 0−  

 ii) 2 2x y 2.− =  
 

99. i) Οι εστίες είναι τα σημεία 
  ( )Ε 5, 0′ −  και ( )Ε 5, 0 .  

  Οι κορυφές είναι τα σημεία 
  ( ) ( )Α 3,0 , Α 3,0 ,′ −  ( )Β 0, 2′ −  και  

  ( )Β 0,2 .  

 ii) 
2 2x y 1.

5 4
− =  

 
 

100. i) y 3x.= ±  

 ii) ( )2 2x 2 y 4.− + =  

 iii) ( )Ο(0, 0), Μ 1, 3  και ( )Ν 1, 3 .−  

 
 

101. i) ( )Ε 4, 0′ −  και ( )Ε 4, 0 .  

 ii) 
2 2x y 1.

4 12
− =  

 
102. i) ( )Ρ 13,12−  και ( )Σ 13,12 . 

 ii) Oι κορυφές της υπερβολής ( )c  

είναι τα σημεία ( )Α 5,0′ −  και 

( )Α 5,0 . Ο κύκλος με διάμετρο ΡΣ 

έχει εξίσωση ( )22x y 12 169.+ − =  
Παρατηρούμε ότι οι συντεταγμένες 
των σημείων Α′  και  Α  επαληθεύ-
ουν την εξίσωση του παραπάνω 
κύκλου. 

 
103. i) Έχουμε  

    ε 3=  γ 3
α

⇔ = 2 2γ 9α⇔ =  

    2 2 2 2 2α β 9α β 8α .⇔ + = ⇔ =  
 
 ii) α) α 2=  και β 4.=  

  β) ( )Ε 3 2, 0′ −  και ( )Ε 3 2, 0 .  

 
104. i) 2α 24=  και 2β 10.=  

 ii) 12 156y x .
5 5

= − +  

 iii) α) ( ) ( )ΕΖ d Ε, ε=  

               
2 2

5 13 12 0
5 β.

5 12

⋅ − ⋅
= = =

+
 

  β) Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώ- 
            ρημα έχουμε  
            ( ) ( ) ( )2 2 2ΟΖ ΟΕ ΕΖ= −  

                      2 2 2γ β α .= − =  
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105. i) ( )Ε 2,0′ −  και ( )Ε 2,0 .  

 ii) Aν ( )1 1Μ x , y , τότε ( )2 2
1OM 2x 2.= −  

  Επίσης ( ) 1Ε Μ 2 x 1′ = +   

  και       ( ) 1ΕΜ 2 x 1 .= −  
  Επομένως,  
  ( ) ( ) ( )2 2

1 1Ε Μ ΕΜ 2 x 1 2x 2.′ ⋅ = − = −  

  Ένας άλλος τρόπος είναι να αξιο-
ποιήσουμε τον ορισμό της υπερ-
βολής. Δηλαδή, να αξιοποιήσουμε 
τη σχέση  

   ( ) ( )ΜΕ ΜΕ 2α′ − =  
  υψώνοντας στο τετράγωνο. 
 

106. i) Έχουμε   

     ε 5=  γ 5
α

⇔ =  

   2 2γ 5α⇔ =  

   2 2 2α β 5α⇔ + =  

   2 2β 4α⇔ =  
   β 2α.⇔ =  

 ii) α) Σύμφωνα με τον ορισμό της 
υπερβολής έχουμε 

   ( ) ( )ΜΕ ΜΕ 2α.′ − =  

   Άρα ( )ΜΕ 4α 2α′ − =  

   Τελικά ( )ΜΕ 2α.′ =  
  β) Έχουμε 

( ) ( )2 2 2 2 2ΜΕ ΜΕ 16α 4α 20α .′+ = + =  
 

   Επίσης 
   ( ) ( )2 2 2 2Ε Ε 4γ 4 α β′ = = +  

     ( )2 2 24 α 4α 20α .= + =  

   Επομένως 
( ) ( ) ( )2 2 2ΜΕ ΜΕ Ε Ε .′ ′+ =  

 

107. i) ( )Ε 5, 0′ −  και 1ρ 4=  

 ii) α) Έχουμε ( ) 1 2ΜΕ ρ ρ .′ = +  

   Δηλαδή ( ) ( )ΜΕ 4 ΜΕ .′ = +  
  β) Αποδείξαμε ότι 
   ( ) ( )ΜΕ 4 ΜΕ′ = + . 

   Επομένως ( ) ( )ΜΕ ΜΕ 4.′ − =  
   Άρα, σύμφωνα με τον ορισμό, 

το σημείο Μ ανήκει στον δεξιό 
κλάδο της υπερβολής η οποία 
έχει εστίες τα σημεία Ε′ , Ε και 
σταθερή διαφορά 2α 4.=  

 

108. i) ( ) ( )Ε 3, 0 , Ε 3, 0′ −  και 3ε .
2

=  

 ii) α) Έχουμε  
            ( ) ( )2 2 2

1 1ΜΕ x 3 y′ = + +  

                         2 2
1 1 1x 6x 9 y= + + +  

   και     ( ) ( )2 2 2
1 1ΜΕ x 3 y= − +  

                          2 2
1 1 1x 6x 9 y .= − + +  

   Επομένως,     
       ( ) ( )2 2

1ΜΕ ΜΕ 12x .′ − =  
  β) Έχουμε        
                         ( ) ( )2 2

1ΜΕ ΜΕ 12x 0.′ − = >  

   Άρα,  ( ) ( )2 2ΜΕ ΜΕ′ >  

   δηλαδή ( ) ( )ΜΕ ΜΕ .′ >  
  γ) Αξιοποιούμε τον ορισμό της 

υπερβολής και το  ii) β). 
  δ) Αποδείξαμε ότι  
   ( ) ( )2 2

1ΜΕ ΜΕ 12x .′ − =  
   Δηλαδή 
   ( ) ( ) ( ) ( )ΜΕ ΜΕ ΜΕ ΜΕ′ ′− ⋅ +        

   112x .=  Και επειδή 
   ( ) ( )ΜΕ ΜΕ 4′ − =                  (1) 
   συμπεραίνουμε ότι 
   ( ) ( ) 1ΜΕ ΜΕ 3x′ + =               (2) 

   Από τις σχέσεις (1) και (2) βρί-
σκουμε  

              ( ) 12 ME 3x 4′ = +   

   και       2 ( ) 1ME 3x 4.= −  
 

109. α) α 1=  και β 2=  

 β) ε 3=  

 γ) 3 1y x .
2 2

= −  
 

110. i) Έχουμε   
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       γε 2 2
α

= ⇔ =  

  2 2 2 2 2γ 2α α β 2α⇔ = ⇔ + =  

  2 2α β α β.⇔ = ⇔ =  

  Επίσης   

       
( )2 2

2 2

5 3 1
α β
−

− =  

  2 225 9 α 16 α α 4.⇔ − = ⇔ = ⇔ =  
  Τελικά α β 4.= =  
 ii) 5x 3y 16 0.+ + =  
 
111. i) y x 1= −  
 ii) ( )K 0, 1−  και  ( )Λ 4,3  

 iii)  Έχουμε  0 4 2
2
+

=  και 1 3 1.
2

− +
=  

 

112. i) Θέτουμε 1x t
t

= +  και 1y t .
t

= −  

  Επομένως   

          x y 2t+ =   και   2x y .
t

− =  

  Άρα    ( )( )x y x y 4+ − =  

  ή ισοδύναμα   2 2x y 4.− =   

  Ένας πιο απλός τρόπος είναι να 
διαπιστώσουμε ότι οι συντεταγμέ-
νες του σημείου Μ επαληθεύουν την 
εξίσωση της δοθείσας υπερβολής. 

 ii) 5 8y x .
3 3

= −  

113. i) α 2=   και  β 3.=  

 ii) 3 13 3y x
3 3

= − +  

 iii) α) ( )P 13, 0  και  ( )Σ 4, 6 .   

  β)  Έχουμε ΡΣ ε
2 3λ λ 1.
3 2

 ⋅ = − ⋅ = − 
 

 

 

114. i) 2 2x y 1− =  

 ii) 3 3y x .
5 2

= − +  

 iii) Έχουμε  5P , 0
2

 
 
 

 και  3Σ 0, .
2

 
 
 

 

 

115. i) 3 1y x
4 4

= −   και  3 1y x
4 4

= +  

 ii) 3 1y x
2 2

= −   και  3 1y x .
2 2

= − −  

116. i) y 2x 1= −   και  y 2x 1= +  
 ii) y 2x 1= − +   και  y 2x 1.= +  
 

117. i) y x 1= − +   

 ii) 1E τ.μ.
2

=  
 

118. i) To σύστημα των εξισώσεων των 
δύο γραμμών έχει μοναδική λύση 
( ) ( )x, y 3, 1 .= −  

 ii) H εφαπτομένη της υπερβολής ( )c  

στο σημείο της ( )M 3, 1−  έχει εξί-
σωση 

   ( )x 3 y 1 8⋅ − ⋅ − =  
        3x y 8⇔ + = y 3x 8.⇔ = − +  
 

 
 

 
      Σχετική Θέση Ευθείας 
      και Κωνικής Τομής 

 

 
119. i) κ 4=  
 ii) ( )Μ 4,8 .  
 

120. i) λ 1=  
 ii) ( )Μ 1, 2 .  
 

121. i) ( )κ 9,∈ − +∞  

 ii) Για κ 8= −  η ευθεία ( )ε  τέμνει την 

παραβολή ( )c  στα  σημεία  

  ( )A 2, 4  και  ( )B 4,16 .  

122. i) p 4=   ii) 1M , 2 .
2

 
 
 

 

 
123. • Αν  λ 0,=  τότε η ( )ε  τέμνει τη ( )c  

σε ένα μόνο σημείο. 
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 • Αν  ( ) ( )λ , 0 0,1 ,∈ −∞ ∪  τότε η ( )ε  

τέμνει τη ( )c  σε δύο σημεία. 

 • Αν  λ 1,=  τότε η ( )ε  εφάπτεται της 

παραβολής ( )c . 

 • Αν ( )λ 1, ,∈ +∞  τότε η ( )ε  δεν έχει 

κανένα κοινό σημείο με την ( )c . 
 

124. Από το σύστημα των εξισώσεων των 
( )ε  και  ( )c   προκύπτει η εξίσωση 

                       ( )2αx α 2px+ =  

         ( )2 2 2 2α x 2 α p x α 0.⇔ + − + =  

 Οπότε, η ( )ε  εφάπτεται της ( )c  αν και 

μόνο αν η παραπάνω εξίσωση είναι 
δευτέρου βαθμού με διακρίνουσα 

 Δ 0= . 
  Δηλαδή, αν και μόνο αν ισχύουν 

     2α 0≠     και  ( )22 44 α p 4α 0− − =  

 α 0⇔ ≠  και 2 22α p p 0− + =  

  α 0⇔ ≠  και 2p 2α=  

 2p 2α ,⇔ =   αφού    p 0.≠   
 

125. i) Ο κύκλος ( )1c  έχει κέντρο το 

σημείο ( )K 0,3  και ακτίνα  ρ 8.=  

Οπότε, η ευθεία ( )ε  του κύκλου 

( )1c  αν και μόνο αν  

           ( )d Κ, ε ρ=  

       
2

λ 0 3 β
8

λ 1

⋅ − +
⇔ =

+
 

       2β 3 8 λ 1⇔ − = ⋅ +  

       ( )22 2β 3 8 λ 1⇔ − = ⋅ +  

       ( ) ( )2 2β 3 8 λ 1 .⇔ − = +  

 ii) Η ευθεία ( )ε  εφάπτεται της παρα-

βολής ( )2c  αν και μόνο αν η δευτε-

ροβάθμια εξίσωση 

        2x 4λx 4β 0− − = , 
  που προκύπτει από το σύστημα των 

εξισώσεων των ( )ε  και  ( )2c , έχει 

διακρίνουσα Δ 0.=  Δηλαδή,  
         2 216λ 16β 0 λ β.+ = ⇔ = −  
  Από τα παραπάνω, συμπεραίνουμε 

ότι η ευθεία ( )ε  είναι κοινή εφα-

πτομένη των κωνικών ( )1c  και 

( )2c  αν και μόνο αν ισχύουν οι 

σχέσεις  
      ( ) ( )2 2β 3 8 λ 1− = +   και  2λ β.= −  

  Από τις σχέσεις αυτές προκύπτει ότι 
β 1= −  

  και   
2λ 1 λ 1,= ⇔ =  αφού λ 0.>  

 

126. Θεωρούμε το σύστημα 

2 2
x 2y 5 0
x y 1
9 4

+ − =
 + =

 

 Από την πρώτη εξίσωση έχουμε 
x 2y 5= − +  

 και αντικαθιστώντας στη δεύτερη εξί-
σωση προκύπτει 

( )2 22y 5 y 1
9 4

− +
+ =  

 ( )2 24 4y 20y 25 9y 36⇔ − + + =  

 225y 80y 64 0.⇔ − + =  
 Η εξίσωση αυτή έχει  διακρίνουσα 

( )2Δ 80 4 25 64 0.= − − ⋅ ⋅ =  

 Άρα, η ευθεία ( )ε  εφάπτεται της έλ-

λειψης ( )c .   Από την τελευταία εξίσω-

ση βρίσκουμε  8y ,
5

=  οπότε  

8 9x 2 5
5 5

= − ⋅ + = . 
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 Επομένως, το σημείο επαφής των ( )ε  

και ( )c  είναι το  σημείο 9 8M , .
5 5

 
 
 

 

127. i) λ 1= ±  
 ii) λ 3=   και  β 8.= ±  
 
 

Ερωτήσεις Θεωρίας 
 

 
1. Βλ.  σελ. 237. 
 

2. Βλ.  σελ. 237.  
 

3. Βλ.  σελ. 237, 238.  
 

4. Βλ.  σελ. 238. 
 

5. Βλ.  σελ. 239.  
 

6. Βλ.  σελ. 277.  
 

7. Βλ.  σελ. 303.  
 

8. Βλ.  σελ. 308.  
 

9. Βλ.  σελ. 309.  
 

10. Βλ.  σελ. 329.  
 

11. Βλ.  σελ. 330.  
 

12. Βλ.  σελ. 333.  
 

13. Βλ.  σελ. 334.  
 

14. Βλ.  σελ. 334.  
 

 
Ερωτήσεις Σωστού-Λάθους 

 
1. Λ 

2. Σ 

3. Σ 

4. Λ 

5. Λ 

6. Σ 

7. Σ 

 

8. Σ 

9. Σ 

10. Σ 

11. Λ 

12. Λ 

13. Λ 

14. Σ 

15. Σ 

16. Σ 

17. Λ 

18. Σ 

19. Λ 

20. Λ 

21. Σ 
 
 

Διαγώνισμα 
 

 

Θέμα A 
Α1. Βλ. Θεωρία 
A2. Βλ. Θεωρία 
A3.  α)  Σωστό β) Λάθος 
  γ) Σωστό δ) Σωστό 
  ε) Λάθος. 
 
 

Θέμα B 

B1. 1E , 0
2

 
 
 

 και 1δ :x .
2

= −  

B2. 2ε .
2

=  

B3. Λύνουμε το σύστημα των εξισώ-
σεων των δύο κωνικών τομών. 

B4. Oι δύο εφαπτόμενες ευθείες έχουν 
συντελεστές διεύθυνσης 

       1
2λ

2
=   και  2λ 2.= −  

      Eπομένως 

           ( )1 2
2 2λ λ 2 1.

2 2
−

⋅ = ⋅ − = = −  
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Θέμα Γ 

Γ1. 
2

2 yx 1
3

− =  

Γ2. y 3x.= ±    
Γ3. To σύστημα των εξισώσεων των 

( )η  και ( )c  ανάγεται στην επίλυση 
εξίσωσης β΄ βαθμού ως προς x με 
διακρίνουσα Δ 36 0.= >  

 
 
Θέμα Δ 
Δ1. λ 0.≠  

Δ2.  ( )Κ 3λ, λ−   και  ρ 10 λ= . 

Δ3. Θέτουμε x 3λ=  και y λ.= −  

  Επομένως, x 3y= −  ή ισοδύναμα 

1y x.
3

= −  Άρα, τα κέντρα των κύκλων 

ανήκουν στην ευθεία ( )ε  με εξίσωση 

1y x.
3

= −  

Δ4.  Έστω ( )0 0M x , y  κοινό σημείο όλων 

των δοθέντων κύκλων. Έχουμε λοιπόν 

( )
2 2
0 0

0 0
x y λ 3x y
2 2
+ = −  για κάθε 

λ 0.≠   Δηλαδή,  

( )
2 2
0 0

0 0
x y3x y λ 0
2 2

 
− − + = 

 
 για κάθε 

λ 0≠  ή  ισοδύναμα 

      0 03x y 0− =   και  
2 2
0 0x y 0

2 2
+ = . 

 Τελικά  0x 0=  και 0y 0.=  Άρα, όλοι 
οι παραπάνω κύκλοι διέρχονται από 
το σημείο ( )O 0, 0 .  

  
 
 
 
 
 

  Δ5. Αποδείξαμε ότι τα κέντρα των δο-
θέντων βρίσκονται πάνω στην ευθεία 

1ε : y x.
3

= −   Επίσης, αποδείξαμε ότι 

όλοι αυτοί οι κύκλοι διέρχονται από το 
σημείο ( )O 0, 0 .  Άρα, κάθε ένας από 

τους παραπάνω κύκλους εφάπτεται 
στην ευθεία ( )η  η οποία διέρχεται 

από το σημείο Ο και είναι κάθετη 
στην ευθεία ( )ε .  Η ευθεία ( )η  έχει 

συντελεστή διεύθυνσης λ 3=  και 
εξίσωση y 3x.=  



434  Μαθηματικά Β΄ Λυκείου Προσανατολισμού 
 

 
 
 

 

Θέματα για Επανάληψη 
 

 

 1. i) ΑΓ α β= +
 



   και   1 1ΕΖ α β
4 2

= +
 



 

 ii) Έχουμε  ΑΚ / /ΑΓ.
 

 Άρα, υπάρχει 
λ∈  τέτοιο, ώστε  

              ( )ΑΚ λΑΓ λ α β .= = +
  



 

   Επίσης, ΑΚ ΑΕ ΕΚ.= +
  

 Και 

επειδή ΕΚ / /ΕΖ,
 

 συμπεραίνουμε 
ότι υπάρχει μ∈  τέτοιος, ώστε 

ΕΚ μΕΖ.=
 

 

   Επομένως, 3ΑΚ α μΕΖ.
4

= +
 



 

 iii) 3λ
2

=   και  μ 3.=  

 iv) Aξιοποιούμε τα ερωτήματα i) και 
ii).  

 

2. i)  Aπό τη σχέση 2 α β 2 α β− = −
 

 

 

υψώνοντας στο τετράγωνο.   

 ii) πθ .
3

=  

 iii) β 3 1= −


 και α β 4 3+ = −




. 

 
 3. i)  Έχουμε  

     ( ) πα α β α α β συν
4

⋅ + = ⋅ + ⋅
 

   

 

                     22α 2 α α
2

= ⋅ ⋅ =
  

 

   και ( ) 22α α β α α β α α β.⋅ + = + ⋅ = + ⋅
  

     

 

   Επομένως, 2 2α α β α+ ⋅ =


  

 

   και τελικά α β 0.⋅ =




 

 ii)  Έχουμε ( )2 2
α β 2 α .+ =



 

 

   Δηλαδή,       
2 22 2 2α β 2α β 2 α β α+ + ⋅ = ⇔ =
  

   

, 

   αφού α β 0.⋅ =




 
 iii)  Έχουμε     

   
2 22 23α 4β 9 α 16 β 24α β 25 α .+ = + + ⋅ =
  

   

 
 

  4. i)  Έχουμε α β α β α β .− ≤ + ≤ +
  

  

 

   Δηλαδή 1 ν α β ν 1− ≤ + ≤ +




 

   ή ισοδύναμα ν 1 α β ν 1.− ≤ + ≤ +




 

   Όμως, α β *.+ ∈




  

 ii)  Έχουμε 
2

2α β ν .+ =




 

   Δηλαδή    

      
22 2α β 2α β ν+ + ⋅ =
 

 

 

           2 2 11 ν 2α β ν α β .
2

⇔ + + ⋅ = ⇔ ⋅ = −
 

 

 

 iii)  Έχουμε 

      
2 22α β α β 2α β− = + − ⋅
  

  

 

                       
2 21 ν 1 ν 2= + + = + . 

 iv)  Έχουμε 

  

1
α β 12συν α,β

1 ν 2να β

−⋅  = = = − 
⋅  ⋅













. 

 

  5. i) Έχουμε   
2

α β 2γ+ +


   

  
22 2α β 4 γ 2α β 4β γ 4γ α= + + + ⋅ + ⋅ + ⋅
  

      

  ( )1 1 4 2 α β 2β γ 2γ α= + + + ⋅ + ⋅ + ⋅
 

    

  ( )6 2 3 0.= + − =  
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 ii)  Αποδείξαμε ότι  α β 2γ 0+ + =
 

   

   Δηλαδή,  α β 2γ+ = −


   

   και συνεπώς α β 2 γ 2.+ = =


   

   Επίσης,  α β 1 1 2.+ = + =




 

 iii)   Από τη σχέση α β α β+ = +
 

 

 

   υψώνοντας στο τετράγωνο βρίσκουμε 

α β α β⋅ = ⋅
 

 

. 

   Άρα,            α β↑↑




. 

 iv)  Έχουμε  α β↑↑




  και   α β .=




 

   Επομένως α β.=




   

   Άρα, η σχέση  α β 2γ 0+ + =
 

   

   γράφεται β β 2γ 0,+ + =
  

  

   δηλαδή β γ.= −


  
 

6. i) α 2β 3γ 3 γ+ = − =


    

 και 
 α 2β α 2 β+ = +

 

 

 

               
8

3 3
γ

γ 3 γ= + =


   

 ii) Mε βάση τη σχέση του ερωτή-
ματος i)  υψώνοντας στο τετρά-
γωνο βρίσκουμε 

   α β α β .⋅ = ⋅
 

 

 

 iii) Από το ερώτημα ii) προκύπτει ότι   
                        β α↑↑





. 

 Οπότε, β 4α↑↑




. 

 Επίσης β 4α=




 

 iv) Αξιοποιούμε τη δοθείσα ισότητα 
διανυσμάτων και το ερώτημα iii). 

 
7. i) Η δοθείσα ισότητα γράφεται 

       ( ) ( )22
α 2 β 3 0.− + − =





 

 ii)  γ 6 2=


 

 iii)  πθ
4

=  

 iv)  3λ
2

= −  

 

8. i) 
22

ΒΓ 8α 6β= −
 



 

 ii) Έχουμε      

             ( )1ΑΜ AB ΑΓ 5α 2β.
2

= + = −
   



 

 Οπότε  

 ( ) ( )
2 2

ΑΜ ΑΒ 5α 2β α β
5α 2β 3α β 0
⋅ = − ⋅ +

= − + ⋅ =

   

 

 

 

 

  Άρα, ΑΜ ΑΒ.⊥
 

 

 iii) ΑΜ 21.=


 

 iv) ( ) πα, β
3

∧
=



  

9. i) α β α β συν α , β
∧ ⋅ = ⋅ ⋅  

 

  

  

 

  2π 12 1 συν 2 1 1.
3 2

 = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − = − 
 

 

 ii) Έχουμε 

         ( )γ α //β και β 0.− ≠
  

  

  Οπότε, υπάρχει λ∈  τέτοιος, 
ώστε 

          γ α λβ γ α λβ.− = ⇔ = +
 

    

  Όμως 

           ( ) ( )γ α 2β γ α 2β 0⊥ − ⇔ ⋅ − =
 

    

  ( ) ( )α λβ α 2β 0⇔ + ⋅ − =
 

 

 

  2 2α 2α β λα β 2λβ 0⇔ − ⋅ + ⋅ − =
  

  

 

  ( ) ( )
22α 2 1 λ 1 2λ β 0⇔ − ⋅ − + ⋅ − − =




 

  4 2 λ 2λ 0⇔ + − − =  
  3λ 6 λ 2.⇔ = ⇔ =  

  Επομένως, γ α 2β.= +
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 iii)   ( )22 2γ γ α 2β= = +


   

    2 2α 4β 4α β= + + ⋅
 

 

   

    ( )
22α 4 β 4 1 4= + + ⋅ − =




 

  Οπότε, γ 2.=
  

 iv)  Έχουμε 

            α γσυνθ
α γ
⋅

=
⋅

 

 

         (1) 

  Όμως,  

      ( ) 2α γ α α 2β α 2α β⋅ = ⋅ + = + ⋅
 

      

                  ( )2α 2 1 2= + ⋅ − =


 

  Επομένως, η σχέση (1) γράφεται 

      2 1 πσυνθ συν
2 2 2 3

= = =
⋅

. 

  Δηλαδή, πθ 2κπ , κ .
3

= ± ∈  

  Όμως, [ ]θ 0, π .∈  

  Άρα, πθ .
3

=  

 10. i) 2π .
3

  

 ii) α) Έχουμε  ( )γ 2α α 0.− ⋅ =
   

    Δηλαδή 2γ α 2 α 0.⋅ − =
   

    και τελικά  γ α 2.⋅ =
  

  β) Έχουμε  

    ( )γ 2α α− ⊥
   και ( )α α β⊥ +



 

. 

    Επομένως ( ) ( )γ 2α / / α β .− +


   

   Και επειδή α β 0,+ ≠
 



 λόγω 
του ερωτήματος i), συμπεραί-
νουμε ότι υπάρχει λ∈  τέ-
τοιος, ώστε 

                ( )γ 2α λ α β− = +


  . 

  γ) Αποδείξαμε ότι υπάρχει 
 λ∈  τέτοιος, ώστε  

            ( )γ 2α λ α β− = +


  . 

    Δηλαδή ( )γ λ 2 α λβ.= + +


  

    Όμως,   

            γ β 4⋅ =


  

         ( ) 2λ+2 α β λβ 4⇔ ⋅ + =
 



 

         ( ) ( )
2

λ+2 1 λ β 4⇔ ⋅ − + =


 

         λ 2 4λ 4⇔ − − + =  
         λ 2.⇔ =  
 

  11. i) Έχουμε 

       ( ) ( ) 2 2α β α β α β− ⋅ + = −
  

  

 

                                
22α β 0.= − =




 

 ii) Έχουμε    

        γ α γ β⋅ = ⋅


  γ α γ β 0⇔ ⋅ − ⋅ =


   

                         ( )γ α β 0.⇔ ⋅ − =


  

  Επομένως, ( )γ α β⊥ −


 . 

  Όμως, ( ) ( )α β α β− ⊥ +
 

 

 

  και   α β 0.− ≠
 



  

  Άρα,  ( )γ / / α β .+


  

 iii) α) Με απαγωγή σε άτοπο, παρατη-
ρώντας ότι η σχέση  

            2α α β 3,+ ⋅ =


 

 

   γράφεται  

               ( )α α β 3.⋅ + =


 

 

  β) Αποδείξαμε ότι  

     ( )γ / / α β+


    και   α β 0.+ ≠
 



 

   Επομένως υπάρχει λ∈  τέ-

τοιος,  ώστε ( )γ λ α β .= +


  

   Άρα,   
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    ( )γ α λ α β α 9 λ 3⋅ = ⋅ + ⇔ = ⋅


    

                  λ 3.⇔ =  
   Τελικά γ 3α 3β.= +



  
 

  12. i) Έχουμε  

    
2

α xβ+


 ( )2
α xβ= +





  

  2 2 2α x β 2α βx= + + ⋅
 

 

 

  
22 2α x β 2 α β συνθ x= + + ⋅ ⋅ ⋅
 

 

 

  21 x 2συνθ x= + + ⋅  
  2x 2συνθ x 1.= + ⋅ +  
  Άρα,  
      2α xβ x 2συνθ x 1+ = + ⋅ +





 

  Δηλαδή 
         ( ) 2f x x 2συνθ x 1= + ⋅ +  

  για κάθε x .∈  
 ii) Έχουμε 
      2x 2συνθ x 1+ ⋅ +  
  2 2 2x 2συνθ x συν θ 1 συν θ= + ⋅ + + −  

  ( )2 2x συνθ ημ θ= + +  

  2ημ θ≥  για κάθε x .∈  
  Επομένως, 

  ( ) 2 2f x x 2συνθ x 1 ημ θ= + ⋅ + ≥  

          ημθ=  για κάθε x .∈  

 iii) Αποδείξαμε ότι  
  ( )f x ημθ≥  για κάθε x .∈  

  Η ισότητα ισχύει μόνο για  
  x συνθ.= −  

  Άρα, η συνάρτηση f έχει ολικό ελά-
χιστο το ( )f συνθ ημθ .− =  Επομέ-

νως, ο αριθμός 0 είναι η ελάχιστη 
τιμή της  f  αν και μόνο αν 
ημθ 0=  ή ισοδύναμα  

                          θ 0=    ή   θ π.=   

  Επιπλέον, α β .=




 

13. i) Έστω ( )1 1Β x , y  και ( )2 2Γ x , y .   

  Έχουμε 

   ( ) ( ) ( )1 1AB 1,2 x 3, y 1 1,2= ⇔ − − =


 

  
11

11

x 4x 3 1

y 3y 1 2

 =− =  ⇔ ⇔ 
=− = 

 

  Άρα, ( )B 4,3 .  Επίσης, επειδή το 
ΟΑΒΓ είναι παραλληλόγραμμο, 
ισχύει 

        ( ) ( )2 2ΟΓ ΑΒ x , y 1,2= ⇔ =
 

 

            
2

2

x 1

y 2

=⇔ 
=

  

   Επομένως, ( )Γ 1, 2 .  
 ii) Έχουμε 

  ( ) 2 2OB 4 3 25 5= + = =  
   και 

       ( ) ( ) ( )2 2ΑΓ 1 3 2 1 5.= − + − =  
 iii)  Έχουμε 

    ( )OA 3, 1=


  και  ( )ΟΓ 1, 2 .=


 
   Επομένως, 

    

2 2 2 2

ΟΑ ΟΓσυνθ
ΟΑ ΟΓ

3 1 1 2
3 1 1 2

⋅
=

⋅
⋅ + ⋅

=
+ ⋅ +

 

 

     

              5 1 2 .
210 5 2

= = =
⋅

 

   Δηλαδή, 

  π πσυνθ συν θ 2κ ,
4 4

= ⇔ = ±  

  κ∈ . 

   Και επειδή [ ]θ 0, π ,∈  ως γωνία 
διανυσμάτων, συμπεραίνουμε ότι 

πθ .
4

=  

 iv)  Είναι  
         ( )Β 4, 3′ −  και ( )ΟΒ 4, 3 .′ = −



  
   Αναζητούμε κ, λ∈  τέτοιους, 

ώστε 
                       ΟΒ κΟΑ λΟΓ′ = +
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   ( ) ( ) ( )4, 3 κ 3,1 Λ 1,2⇔ − = +  

   ( ) ( )4, 3 3κ λ, κ 2λ⇔ − = + +  

   
3κ λ 4

κ 2λ 3

+ =⇔ 
+ = −

13λ
5

11κ
5

− =⇔ 
 =

 

   Άρα, 11 13ΟΒ ΟΑ ΟΓ.
5 5

′ = −
  

 

 

14. i) Δεν υπάρχει τιμή του λ∈  
τέτοια, ώστε  

    λ 0=  και 2λ 1 0.+ =  

 ii) Aναζητούμε σημείο ( )0 0K x , y  

τέτοιο, ώστε για κάθε λ∈  να 
ισχύει 

         ( )0 0λx 2λ 1 y 1 0+ + + =  

       ( ) ( )0 0 0x 2y λ y 1 0⇔ + + + =  

  Δηλαδή, 

        
0 0 0

0 0

x 2y 0 x 2

y 1 0 y 1

+ = =  ⇔ 
+ = = −  

 

  Άρα, όλες οι ευθείες ( )λε  διέρχο-

νται από το σημείο ( )Κ 2, 1 .−  

 iii) 1ε : x 3y 1 0+ + =  

 iv)  Εξετάζουμε αν υπάρχει λ∈  
 τέτοιος, ώστε  

   λ 1 2λ 2λ 1 0 1
2λ 1 2
−

= − ⇔ = + ⇔ =
+

, 

   αδύνατον. 

   Άρα, δεν υπάρχει τέτοια ευθεία. 
 

 

 15.  i) Έχουμε 
         2 2x y 2xy 4x 4y 3 0+ + + + + =  

  ( ) ( )2x y 4 x y 3 0⇔ + + + + =  

  x y 1⇔ + = −   ή  x y 3+ = −  

 ii) 2  
 iii) x y 2 0.+ + =  
 
 

16. i) ( )Γ 2α, 2−  και  ( )Δ 2α 1,3+ .   
 ii) α)  Έχουμε  
      α 2=  και  ΓΔ : y 5x 22.= −  
  β) ( )Μ 6,8 .   
 

17. i) 3 3Κ , .
2 2

 
 
 

  

 ii) ( )Γ 3,1  και  ( )Δ 2,3 . 

 iii) 49
4

 τ.μ. 
 

18. i) ( )Α 0,1  
 ii)  α) Έχουμε  
    1 1y x 1= +    και   2 2y 2x 1.= +  
    Επομένως 
           ( )1 1ΚΒ x 2, x 3= − −



 
    και 
             ( )2 2ΚΓ x 2, 2x 3= − −



. 
   Όμως,  τα σημεία Κ, Β, Γ 

είναι συνευθειακά.  

    Άρα, ( )det ΚΒ, ΚΓ 0.=
 

 

   β) x 2.=  
   

19. i) Το σύστημα 1 0=  και λ 0=        
είναι αδύνατο. Aναζητούμε σημείο 

( )0 0Μ x , y  τέτοιο  ώστε 

            0 0x λy 2λ 1 0+ − − =  
   για κάθε λ .∈  
   Δηλαδή 

       ( )0 0y 2 λ x 1 0− + − =  
   για κάθε λ∈  
   ή ισοδύναμα  
              0y 2 0− =  και 0x 1 0.− =  

  Άρα, η ευθεία ( )λε  διέρχεται από 

το σημείο ( )Μ 1, 2  για κάθε 

λ .∈  
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 ii) ( )
2

2λ 1
d λ

λ 1

+
=

+
 για κάθε λ .∈  

 iii) Έχουμε    
   ( ) ( )2 2d λ 5 2λ 1 5 λ 1≤ ⇔ + ≤ +  

                       2 24λ 4λ 1 5λ 5⇔ + + ≤ +  
                       2λ 4λ 4 0⇔ − + ≥  
                       ( )2λ 2 0⇔ − ≥ , 

  ισχύει για κάθε λ .∈  Η ισότητα 
 ισχύει αν και μόνο αν λ 2.=  

 iv) 2ε :x 2y 5 0.+ − =  
 

 20. i) 2α α 1 0− + ≠  για κάθε α R∈  
 ii) Έχουμε    

                 
2

2
(α α 1) 0 (2 5α) 0

(2α 3α) 0
3α 0 ή α .
2

− + ⋅ + − ⋅
+ + =

⇔ = = −

  

  Για τις δύο αυτές τιμές του 
αριθμού α προκύπτει από τη 
δοθείσα εξίσωση η ίδια ευθεία  

                           0ε : x 2y 0.+ =  
 iii) Έχουμε  

 0 1ε : x 2y 0 και ε : x 3y 5 0.+ = − + =   
  Τα διανύσματα  
           0 1δ (2, 1), δ ( 3, 1)= − = − −

 

  
  είναι παράλληλα προς τις ευθείες 

0 1(ε ) και (ε )  αντίστοιχα. Αν θ 
είναι η γωνία των διανυσμάτων, 
τότε έχουμε  

                

0 1

0 1

δ δ 5συνθ
5 10δ δ

1 2πσυν
2 3

⋅ −
= =

⋅⋅

= − =

 

 

 

  Eπομένως, 

          2π πθ ω .
3 3

= ⇔ =  

 iv) Οι ευθείες 0 1(ε ) και (ε )  τέμνονται 
στο σημείο Ρ( 2,1)−  και οι συντε-
ταγμένες του σημείου Ρ επαλη-
θεύουν τη δοθείσα εξίσωση. 

 21. i) Οι συντεταγμένες της κορυφής Α 
  είναι η λύση του συστήματος  

    

{
{
{

x 3y 7 0
y 5x 3

x 3(5x 3) 7 0
y 5x 3

x 1
y 2.

+ − =
= −

+ − − =⇔ = −

=⇔ =

         

   Άρα, ( )Α 1, 2   
   και  ΑΒ : 7x 3y 1 0.− − =  

 ii) ΒΓ : y 3x 1 3x y 1 0.= + ⇔ − + =  
 iii)  (ΑΔ) d(Α,ΒΓ)=    

       
2 2

| 3 1 2 1| 10 .
53 ( 1)

⋅ − +
= =

+ −
 

 iv)  Η κορυφή Γ ανήκει στην ευθεία 
ΒΓ και συνεπώς Γ(κ, 3κ 1)+  για 
κάποιο κ .∈  

   Το μέσο κ 2 3κ 4Μ ,
2 2
− − 

 
 

 του 

τμήματος ΒΓ ανήκει στη διάμεσο 
ΑΜ : y 5x 3= −  και συνεπώς     

                  

3κ 4 κ 25 3
2 2

3κ 4 5(κ 2) 6
2κ 12 κ 6.

− −
= −

⇔ − = − −
⇔ − = − ⇔ =

   

  Άρα, ( )Γ 6,19 .  
 

 22. i) α 1.≠  
 ii) Οι ευθείες 0 2ε : y 1 και ε : x 2−= − =  

τέμνονται στο σημείο ( )Ρ 2, 1−  
και οι συντεταγμένες του σημείου 
Ρ επαληθεύουν τη δοθείσα 
εξίσωση. 

 iii) 2x y 3 0.+ − =  
 iv) 3x y 5 0.+ − =  

 
23. i) Έχουμε ( )ΟΜ 2, 1= −



  

  και        ( )ΑΒ α,β .= −


 

  Οπότε, η σχέση  ΟΜ ΑΒ 4⋅ = −
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  ισοδύναμα γράφεται 2α β 4− − = −  
  δηλαδή 2α β 4.+ =  

 ii) Έχουμε 

( ) ( )1 1ΟΑΒ αβ α 2α 4
2 2

= = ⋅ − +  

              ( )2 2α 2α 1 α 2α 1= − + = − − +  

                     ( )21 α 1 1= − − ≤  
  για κάθε α .∈ Η ισότητα ισχύει αν 

και μόνο αν  
                     α 1=  και β 2 4 2.= − + =  

 iii) 4 2Κ , .
5 5

 
 
 

  
 
 

24. i) Έχουμε ( )ΑΒ 3, 3=


  

  και   ( )ΑΜ κ 1, κ 3 .= − −


 

  Οπότε, ( )det ΑΒ, ΑΜ 6 0= − ≠
 

 

  για κάθε κ .∈  
  Επομένως, τα σημεία Α, Β και Μ 

αποτελούν κορυφές  τριγώνου για 
κάθε κ .∈  Το εμβαδό του τριγώ-
νου αυτά είναι  

       ( ) 1ΑΜΒ 6 3
2

= − =  τ.μ. 

 ii) Θέτουμε  
           κ 1 x− =   και  κ 1 y.+ =  
  Οπότε, 
           κ x 1= +   και  κ y 1.= −  
  Επομένως, 
                  y 1 x 1− = +  
 
  ή ισοδύναμα 
                   y x 2.= +  

  Άρα, το σημείο Μ κινείται στην 
ευθεία  ( )ε  με εξίσωση y x 2.= +  

 iii) ( )Β 5,5′  

 iv) 5 9Μ ,
2 2

 
 
 

 

 v) Παρατηρούμε ότι  
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ΑΜ ΜΒ ΑΜ ΜΒ ΑΒ .′ ′+ = + ≥  

  Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν τα 
σημεία Α, Μ  και Β′  είναι συνευ-
θειακά. Δηλαδή αν και μόνο αν 

5 9Μ , .
2 2

 
 
 

 Άρα, η ελάχιστη τιμή 

του αθροίσματος ( ) ( )ΑΜ ΜΒ+  εί-

ναι ίση με  ( ) 2 2ΑΒ 5 1 26.′ = + =  
 
25. i) Δεν υπάρχει τιμή του μ∈  

τέτοια ώστε  
           2μ 1 0+ =  και μ 1 0+ =  

 ii) 2μ 1 0+ ≠  για κάθε μ∈  
 iii) Αναζητούμε σημείο ( )0 0P x , y  τέ-

τοιο, ώστε 
  ( ) ( )2

0 0μ 1 x μ 1 y+ + +   

  23μ 4μ 7 0− − − = για κάθε  μ∈  

  ( ) ( )2
0 0x 3 μ y 4 μ⇔ − + −   

  0 0x y 7 0+ + − =  για κάθε μ∈  
  0x 3 0⇔ − =  και 0y 4 0− =   
   και 0 0x y 7 0+ − =  
  0x 3⇔ =  και 0y 4.=  

  Άρα, όλες οι ευθείες ( )με  

διέρχονται από το σημείο ( )Ρ 3, 4 .  

 iv) To σημείο ( )Ρ 3,4  από το οποίο 

διέρχονται όλες οι ευθείες ( )με  

βρίσκεται στο εσωτερικό του 
κύκλου ( )c  αφού 

      ( ) 2 2OP 3 4 5 6 ρ.= + = < =   

  Άρα, κάθε ευθεία ( )με  τέμνει τον 

κύκλο ( )c  σε δύο σημεία. A 
 

26. i) O κύκλος 
        ( ) ( )2 2 2c : x 6 y 8 5 .− + − =  

  με κέντρο το σημείο ( )K 6,8  
  και ακτίνα ρ 5.=  
 ii) ( ) ( )min OM OK ρ 10 5 5= − = − =  
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  ( ) ( )max OM OK ρ 10 5 15.= + = + =  

 iii) ( )A 6,3 .  
 

27. i)  ( )22 2 2Α Β 4Γ 4λ 4 λ 1 0+ − = + + >  
   για κάθε λ∈  

 ii) Το κέντρο του ( )λc  είναι το 

( )Κ λ, λ 1+  και ανήκει στην ευ-
θεία y x 1.= +  

 iii) λ 0 ή λ 1.= = −  
 iv) Παρατηρούμε ότι το σημείο 

( )Ο 0, 0  είναι σημείο του κύκλου 

( )λc  και όχι της ευθείας ( )ε .   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  Επίσης 
        ΟΔ ΟΕ 0 ΟΔ ΟΕ⋅ = ⇔ ⊥

   

. 
 Άρα, η ΔE είναι διάμετρος          

του κύκλου ( )λc  και συνεπώς το 
μέσο της, δηλαδή το κέντρο 
( )Κ λ, λ 1+  είναι σημείο της ( )ε .  

Άρα,  
      ( )λ λ 1 3 0 λ 1.+ + − = ⇔ =  
 

      

28. i) Έχουμε    
  2 2 2Α Β 4Γ 16 4συν θ 16συνθ+ − = + +  
  ( )24 4 συν θ 4συνθ= + +  

  ( )24 συνθ 2 0= + >   

  για κάθε ( )θ 0, 2π .∈   

 ii) ( )Κ 2, συνθ− −  και      

  
( )24 συνθ 2

ρ συνθ 2
2
+

= = +  

     συνθ 2.= +  

 iii) θ π=  

 iv) α) y 0=   και  4y x.
3

= −  

  β)  ( )min OK ρ 5 1= − = −  
         και     
        ( )max OK ρ 5 1.= + = +  
 
 

29. i) Ε 2=    

 ii) π
2

 

 iii) 
2 23 3 5x y

2 2 2
   − + − =   
   

 

 iv) ( ) 10d K,ε ρ 2 .
2

− = −  
 

  30. i)  Έχουμε 
       2 1δ (ΟΚ) 4 5 1 ρ ρ .= = = − = −  

 ii) Oι κύκλοι ( )1c  και ( )2c  εφάπτο-

νται στο σημείο ( )A 1,0−  και η 
κοινή εφαπτομένη τους στο 
σημείο αυτό είναι η ε : x 1.= −  

    iii) H διάκεντρος των κύκλων ( )1c  

και ( )2c  βρίσκεται πάνω στον 

άξονα x x′ . Ο κύκλος ( )1c  τέμνει 
τον άξονα x x′  στα σημεία 
( )A 1,0−  και ( )B 1,0 , ενώ ο 

κύκλος ( )2c   τέμνει τον άξονα 

x x′  στα σημεία  ( )A 1,0−  και 

( )Γ 9,0 .  Επομένως ο ζητούμενος 
κύκλος   έχει  διάμετρο   το  τμήμα  

  ΒΓ. Δηλαδή έχει κέντρο το σημείο 
( )Λ 5,0  και ακτίνα ρ 4.=  Η 

εξίσωσή του είναι 
     ( )2 2x 5 y 16.− + =  

 

  31. i)  ( ) ( ) 1Κ 4, 2 , Λ 0, 6 ,ρ 4=  και 2ρ 4=  

 ii) ( ) 1 2ΚΛ 16 16 4 2 ρ ρ= + = < +  
 iii) Οι συντεταγμένες των Δ, Ε επα-

ληθεύουν τις εξισώσεις των ( )1c  

•

•

•

•O

Δ

E

( )ε
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και ( )2c  οπότε επαληθεύουν και 
την εξίσωση 
   ( )2 2x y 8x 4y 4+ − − +  

       ( )2 2x y 12y 20 0− + − + =  

 8x 8y 16 0 y x 2⇔ − + − = ⇔ = + . 
 iv) Έχουμε 
   ( ) ( ) ( ) ( )ΔΚ ΚΕ ΕΛ ΛΔ 4= = = =  
   και 
    ( ) ( ) ( )2 2 2ΚΛ ΔΚ ΔΛ .= +  
 
  32. i)  Η δοθείσα εξίσωση  γράφεται  

                    
( ) ( )

( )

2 2x y 2 λ 1 x 4 λ 1 y

10λ 5 0, λ ∗

+ − + − +

+ + = ∈
 

    και 
  2 2 2Α Β 4Γ 20λ 0+ − = >  

   για κάθε λ ∗∈ . 
 ii) Oι κύκλοι έχουν κέντρα τα σημεία   

( )( )Κ λ 1, 2 λ 1+ +  και ακτίνες 

      
2 2 21 1ρ Α Β 4Γ 20λ

2 2
λ 5, για κάθε λ .∗

= + − =

= ∈
 

   Θέτουμε ( )Κ x, y .  Oπότε 

        ( )x λ 1 και y 2 λ 1 .= + = +  

    Δηλαδή, y 2x.=  

 iii)  Οι κύκλοι  
            2 2

1c : x y 4x 8y 15 0+ − − + =  
   και 

2 2
1c : x y 5 0− + − =  

  έχουν κοινό σημείο το ( )P 1, 2  και 
οι συντεταγμένες του σημείου Ρ 
επαληθεύουν τη δοθείσα εξίσωση 
για κάθε λ .∗∈  

 iv) ( ) ( )
2 2

| λ 1 4 λ 1 5 |
d K,ε

1 2

+ + + −
=

+
            

                               λ 5 ρ.= =  
 

  33. i) Έστω ( )x, y  τυχαίο σημείο ζητού-
μενης διχοτόμου. Τότε έχουμε 

      

( ) ( )1 2d Μ,ε d Μ,ε
|12x 5y | | 3x 4y |

13 5
3x 11y 0 ή11x 3y 0.

=

− +
⇔ =

⇔ − = + =

 

 ii) Έστω ( )0 0K x , y  το κέντρο του 
κύκλου. Τότε έχουμε 

         0 0 0 03x 11y 0 3x 11y− = ⇔ =  
   και 

         

( ) 0 0
2

0

0

| 3x 4y |d Κ,ε ρ 9
5

| 3y | 9
y 3.

+
= ⇔ =

⇔ =
⇔ = ±

 

  Άρα, το πρόβλημα έχει δύο λύσεις. 
Τους κύκλους  

        2 2
1c : (x 11) (y 3) 81− + − =  

   και 
         2 2

2c : (x 11) (y 3) 81+ + + =  

 iii) Tα τμήματα ΟΑ και ΟΒ είναι τα 
ίσα εφαπτόμενα  τμήματα που 
άγονται από το σημείο Ο προς 
τους δύο κύκλους. Το τρίγωνο 
ΟΑΚ είναι ορθογώνιο στο Α. 
Επομένως  

         ( )
2 2 2

2
2 2 2 2

2

(ΟΑ) (ΟΚ) (ΚΑ)

(ΟΑ) ( 11) ( 3) 9

(ΟΑ) 130 81 49
(ΟΑ) 7 (ΟΒ).

= −

⇔ = ± + ± −

⇔ = − =
⇔ = =

 

 
34. i) 1ε : y x 1= +  και 2ε : y x 1.= − −  
 ii) ( )Β 0,1   και ( )Γ 0, 1− . 

 iii) Η εξίσωση του κύκλου που διέρχε-
ται από τα σημεία Α, Β και Γ είναι 

2 2x y 1.+ =   Η εστία της παραβολής 

( )c  είναι το σημείο ( )Ε 1, 0 .  Παρα-
τηρούμε ότι οι συντεταγμένες του Ε 
επαληθεύουν την εξίσωση του 
κύκλου. Επίσης ( )d Ο, δ 1 ρ.= =  
Άρα, ο κύκλος εφάπτεται στη διευ-
θετούσα ( )δ  της παραβολής ( )c .  
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35. i) ( ) ( )Α α, α 2 , Β α, α 2−  

 ii) ( )1ε : x y 2 3α, Γ 3α, 0+ =  

 iii) ( )2ε : y 2 x α 0, Δ α, 0− − = −  
 iv) α 2=  

   36. i)  
4

2 2 2αA B 4Γ 2α 4 0
4

+ − = + + >  

   για κάθε α∈  

   Κέντρο 
2αΚ , α

4
 
 
 

 και ακτίνα 

 

4
2α 2α 4

4ρ
2

+ +
= . 

 ii) 2c : y 4x.=  H εστία ( )E 1, 0  και η 
διευθετούσα δ :x 1.= −  

 iii) Αναζητούμε σημείο με συντε-
ταγμένες ( )0 0x , y  τέτοιο, ώστε  

  2 2 2 2
0 0 0 02x 2y α x 4αy α 2 0+ − − + − =  

  για κάθε α∈  

  
( )
( )

2
0 0

2 2
0 0

1 x α 4y α

2x 2y 2 0

⇔ − −

+ + − =
 

  για κάθε α∈  

  
0

0
2 2
0 0

1 x 0
4y 0

2x 2y 2 0

 − =


⇔ − =
 + − =

0

0

x 1

y 0

=⇔ 
=

 

  Άρα, ... ( )E 1, 0 .  
 iv) Mε βάση τον ορισμό της παρα-

βολής έχουμε 
     ( ) ( )d M, δ ΜΕ ρ.= =  

  Άρα, όλοι οι κύκλοι ( )αc  εφάπτο-
νται στη διευθετούσα δ : x 1.= −  Η 
ευθεία ( )δ  είναι η μοναδική κοινή 

εφαπτομένη των κύκλων ( )αc  
αφού τα κέντρα τους δεν είναι 
συνευθειακά σημεία. 

37. i) Έχουμε 
  2 2 2 2A B 4Γ 64συν θ 100ημ θ+ − = +  

  ( )2 264 1 ημ θ 100ημ θ= − +  

  264 36ημ θ 0= + >   
  για κάθε θ .∈  
  Άρα, η δοθείσα εξίσωση παρι-

στάνει κύκλο με κέντρο το σημείο 
( )Κ 4συνθ, 5ημθ−  και ακτίνα     

             
264 36ημ θ 64ρ 4

2 2
+

= ≥ = . 

 ii) Οι συντεταγμένες του σημείου Κ 
επαληθεύουν την εξίσωση της 
έλλειψης ( )c . 

 iii) Εστίες: ( ) ( )E 0, 3 , E 0, 3 .′ −  

   Κορυφές:   ( ) ( )A 0, 5 , A 0, 5′ −  

       ( ) ( )B 4,0 , B 4, 0 .′ −  

   Εκκεντρότητα:  γ 3ε .
α 5

= =  

 iv) 
2 2y x 1.

4 5
− =  

38. i) ( )
( )

2
2

22

1α α 4 8α α 48d α
8 21 1

− − − −
= =

+ −
 

          
2α 8α 32

.
8 2

− +
=    

   Όμως   
     2α 8α 32 0− + >  για κάθε α∈ . 
 ii) H σχέση ( )d α 2≥  ισοδύναμα 

γράφεται    

         2α 8α 32 8 2− + ≥ ⋅  
2α 8α 16 0⇔ − + ≥  

                   ( )2α 4 0.⇔ − ≥  
  Παρατηρούμε ότι η τελευταία, άρα 

και η ισοδύναμή της αρχική 
σχέση, ισχύει για κάθε α .∈  Η 
ισότητα ισχύει αν και μόνο αν 
α 4.=  

 iii) ( )Μ 4, 2 .  

 iv) H εφαπτομένη ( )η  της παραβολής 

( )c  στο σημείο Μ έχει εξίσωση 
y x 2.= −  
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39. i) α 4=  και β 2 3= . 

 ii) x y 1.
8 4
+ =   

 iii) Η έλλειψη ( )c  έχει άξονα συμμε-
τρίας τον άξονα x x′  και κέντρο 
συμμετρίας την αρχή των αξόνων 
( )Ο 0, 0 .  Επομένως, τα σημεία 

( )1Μ 2, 3−  και ( )2Μ 2, 3− −  είναι 

σημεία της έλλειψης ( )c . Οι 

εφαπτόμενες της ( )c  στα σημεία 
Μ1 και Μ2 έχουν αντίστοιχες εξι-
σώσεις  

        ( )y 3x 2 x y1 1
16 12 8 4

⋅ −⋅
+ = ⇔ − =  

  και 

     ( ) ( )x 2 y 3 x y1 1.
16 12 8 4
⋅ − ⋅ −

+ = ⇔ + = −  

 
40. i) Οι συντεταγμένες του σημείου Μ 

επαληθεύουν την εξίσωση της 
έλλειψης ( )c .  

 ii) ( )Ε 2, 0 ,′ −  ( )Ε 2, 0  και  1ε .
2

=  

 iii) y 2x 1.= −  

 iv) α) ( ) 3ΕΓ
2

=  και ( )ΕΜ 3.=   

    β) ( )2 45ΜΓ
4

=  και 

          ( ) ( )3 3 45ΕΜ Ε Μ 3 5 .
4 4 4

′⋅ = ⋅ ⋅ =   

 
41. i) y 2x=    και  y 2x= − . 

 ii) 
1 1 1 1

2 4Κ ,
2x y 2x y

 
 − − 

 και 

  
1 1 1 1

2 4Λ ,
2x y 2x y

 −
 + + 

. 

 
 
 
 
 
 

 iii) Έχουμε 

  11 1 1 1
2 2
1 1

2 2
4x2x y 2x y

2 4x y

+
− +

=
−

 

        1
1

4x x
4

= =  

  και 

  11 1 1 1
2 2
1 1

4 4
4y2x y 2x y

2 4x y

−
+

− +
=

−
 

       1
1

4y y .
4

= =  

 iv) Έχουμε 

  2 2 2 2
1 1 1 1

4 16ΟΚ ΟΛ
4x y 4x y

⋅ = −
− −

 

 

                4 16 3.
4 4

= − = −  

 v) ( ) ( )1ΟΚΛ det ΟΚ, ΟΛ
2

=
 

 

               2 2 2 2
1 1 1 1

1 8 8
2 4x y 4x y

−
= −

− −
 

               1 8 8 2 τ.μ.
2 4 4
−

= − =  

  42. i)  y x 1= −  
 ii) y x 3= − +  
 iii) ( )P 0, 1−  και ( )Σ 0,3 .  
 iv) O κύκλος με διάμετρο ΡΣ έχει 

εξίσωση ( )22x y 1 4.+ − =  

  Οι εστίες της υπερβολής ( )c  είναι τα 

σημεία ( )E 3, 0′ −  και ( )E 3, 0 .  

  Παρατηρούμε ότι οι συντεταγμένες 
των σημείων E′  και  Ε επαληθεύουν 
την εξίσωση του παραπάνω κύκλου. 
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